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Получены условия существования периодических решений дифференциального уравне-
ния с отклонением аргумента, зависящим от значения искомой функции. Такие уравне-
ния описывают некоторые специальные системы управления, а также динамику точек 
в гравитационных, магнитных, электрических полях. Проблема исследования перио-
дических решений сводится к проблеме разрешимости периодической краевой задачи 
для соответствующего дифференциального уравнения, которая решается с помощью 
известных принципов неподвижной точки. 

Пусть T> 0; R n — пространство n -мерных вещественных векторов с нормой | • | ; Ln -
банахово пространство измеримых суммируемых функций x : [0, T] ^ R n с нормой ЦхЦьп — 
= Jo lx(t)l dt; ACn - банахово пространство таких абсолютно непрерывных функций, что 
хх e Ln, с нормой ||х|Ц" = llXllbn + lx(a)l; Cn - пространство непрерывных функций, ||х||с« — 
— max |x(t)|. 

te[O,T] 

Пусть заданы действительные числа Y%, функции h: R х R n ^ R n x n , f : R х R n ^ R n , удо-
влетворяющие условиям Каратеодори и являющиеся T-периодическими по первому аргументу. 
Кроме того, будем предполагать, что для любого r> 0 найдется функция M(•) e Ln такая, 
что что при любом x e R n , если lxl < r, то при почти всех t e [0,T] имеет место неравенство 
lf (t,x)l< M (t). 

Математическое описание движение зарядов в электрическом поле, или материальных 
точек в гравитационном поле [1] приводит к следующей системе функционально-дифферен-
циальных уравнений 

xxi(t)+ Yixi(t) = fi(t,xI( hiI(t,x(t))) ,...,xn( hin(t,x(t)))^J, t e R, i = 1,n. (1) 

К системе (1) также сводятся некоторые задачи управления, вследствие чего такие уравне-
ния называют уравнениями с авторегулируемым отклонением аргумента. Задача Коши для 
системы (1) на конечном промежутке "времени" исследовалась в работах [2-5]. Здесь рассмат-
ривается случай t e R. 

Решение системы (1) — это абсолютно непрерывная функция, удовлетворяющая ее урав-
нениям при почти всех t e R. В данной статье исследуется проблема существования Т-перио-
дического решения системы (1). 

Определим, для всех i,j = 1,n, функции hij(t,x)= T{hj(t,x)T-1}, где символом обо-
значена дробная часть числа. Заметим, что hij([0,T]) С [0,T], и для любой Т-периодической 
функции u: R ^ R выполнено u(hij(t,u(t)))= u(hij(t,u(t))). 

Задача о существовании у системы (1) Т-периодического решения равносильна задаче о 
разрешимости следующей периодической краевой задачи 

x i(t)+ Yixi(t) = fi( t,xI{hiI(t,x(t))),...,xn(hin(t,x(t))^, t e [0,T], i = Щ (2) 
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Xi(0) - Xi(T) = 0 , i = 1,n. (3) 

Для исследования краевой задачи (2),(3) воспользуемся W-подстановкой Н.В. Азбелева [6]. 
Выберем вспомогательную краевую задачу 

X i ( t ) + YiXi(t)= yi(t), t e [0,T], Xi(0) - Xi(T) = 0, i = T~n, 

решение которой определяется формулой 

т f _i 
m [ „ и Л „ и Л (eYiT -1) 1 eYi(s-t+T), если s < t, ... 

Xi(t)= Gi(t,s)yi(s)ds, Gi(t,s) = { ) -1 Y , _ t ) ' - ' (4) 
0 [ (eYiT -1) eYi(s t), если s>t. 

Таким образом, краевая задача (2), (3) равносильна системе уравнений 

yi(t) = fi( t, f Gi (hn (t, f G1(t, () y1(() d(), s)y1(s) ds,... 
0 0 

T _ T . 

...jGn (hm(t,fGn (t,() yn(Z) d(),s)yn(s) ds), t e [0,T], i = 1,n. 
0 0 

(5) 

Если y — решение уравнения (5), то после подстановки этой функции в соотношение (4) полу-
чаем решение X краевой задачи (2),(3), периодическое продолжение которого будет решением 
исходного уравнения (1). 

Для исследования разрешимости системы (5), мы воспользуемся классическим принципом 
Шаудера неподвижной точки вполне непрерывного отображения [7]. 

Т е о р е м а . Пусть для всех i = 1,n выполнены следующие условия: существует та-
кое ai > 0, что при почти всех t e [0, T] и любом X e R n отображение fi(t,X, •) : R ^ R 
является ai -накрывающим; для любого j = 1,n существует такое ^ij > 0, что при по-
чти всех t e [0, T] и любом w e R, ( X 1 , . . . , Xj—1 , Xj+1 , . . . , Xn ) e R n 1 отображение fi(t,X1,... 
... , Xj—1, •, Xj+1,..., Xn, w) : R ^ R является ^ij -липшицевым. Тогда, если матрица 

C = ( ( a i Y i ) - 1 j n x n (6) 

имеет спектральный радиус Q(C) < 1, то существует решение x e AC^ краевой задачи (5). 
Доказательство основано на результатах [3]. 
Определим для любого i = 1,n отображение $i: L х Ln ^ Lсоотношением 

T T 

ф (ui,V1, . . .,Vn)^ (t) = fi(t, J G1(hi1(t), s)v1 (s)ds, . . . , J Gn(hin(t),s)vn (s)ds,Ui(t)j. 

0 0 

Теперь запишем систему (5) в виде системы операторных уравнений 

Фi(yi,y1,..., УП) = 0, i = 1n. (7) 

Для исследования полученной системы (7) воспользуемся результатами работы [3]. 
В силу [3, теорема 3] отображение $i(-, v1,..., vn): L^ ^ L^ является ai -накрывающим, 

i = 1,n. Далее, для произвольного j = 1,n и любых vj ,Vj e Lвыполнено 

(<&i(ui,v1, ...,vj,.. .,vn) ^ i (Ui,v1, . . . , V j , . . .,vn)^j L < Loo — 

T 

< !3ijvrai snp( Gi(hij(t),s)\vj(s) - vj(s)\ds) < Yi lPij\\vj - vj\\Lx. 
te[o,T] v J 

0 
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Т а к и м о б р а з о м , о т о б р а ж е н и е Ф ^ щ , v i , . . . , V j - i , • ,V j+ i ,Vn) : L ж ^ L ж является л и п ш и ц е в ы м с 

к о н с т а н т о й ftj = = Y - i P i j • 
С о г л а с н о [3, т е о р е м а 1], д л я д о к а з а т е л ь с т в а у т в е р ж д е н и я о с т а е т с я з а м е т и т ь , ч т о м а т р и ц а 

{ { a i Y i ) - 1 P j n x n - э т о м а т р и ц а C , к о т о р а я о п р е д е л я е т с я р а в е н с т в о м (6) , и ее с п е к т р а л ь н ы й 
радиус Q(C) < 1. 

С л е д с т в и е . При выполнении условий доказанной теоремы уравнение (1) имеет 
Т-периодическое решение. 

В з а к л ю ч е н и е о т м е т и м , ч т о идеи применения н а к р ы в а ю щ и х о т о б р а ж е н и й к и с с л е д о в а н и ю 
н е я в н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений и у с л о в и я р а з р е ш и м о с т и и к о р р е к т н о с т и задачи К о ш и 
б ы л и п р е д л о ж е н ы в р а б о т а х [4]-[8], результаты о р а з р е ш и м о с т и а п е р и о д и ч е с к и х к р а е в ы х задач 
д л я т а к и х уравнений п о л у ч е н ы в [3],[9],[10], периодическая краевая задача и с с л е д о в а л а с ь в [11]. 
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Zhukovskiy E.S., Pasechnikov I.I. 
ON PERIODIC SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS W I T H A U T O C O N T R O L L A B L E 

A R G U M E N T DEVIATION 
The existence conditions for periodic solutions of a differential equation with argument deviation depen-

ding on the value of the required function are derived. Equations as such describe some special control systems 
as well as the dynamics of mass points in gravitational, magnetic, and electric fields. The problem of studying 
periodic solutions is reduced to the problem of solvability of the periodic boundary-value problem for the 
corresponding differential equation which can be resolved by means of the known fixed point principles. 
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