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СУЩЕСТВОВАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
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Получены условия существования периодических решений дифференциального урав-
нения неявного вида с отклоняющимся аргументом. Используется редукция соответ-
ствующей периодической краевой задачи к интегральному уравнению с помощью W -
подстановки Н.В. Азбелева. Для исследования полученного интегрального уравнения
применяются утверждения о накрывающих отображениях.

Пусть T >0. Будем использовать следующие обозначения для пространств функций, опре-
деленных на [0, T ] со значениями в Rn : Ln∞ – банахово пространство измеримых существенно
ограниченных функций с нормой ||x||Ln∞ = vrai sup

t∈[0,T ]
|x(t)|; ACn∞ – банахово пространство та-

ких абсолютно непрерывных функций, что ẋ∈Ln∞, с нормой ||x||ACn∞ = ||ẋ||Ln∞ + |x(a)|; Cn –
пространство непрерывных функций, ||x||Cn = max

t∈[0,T ]
|x(t)|.

Пусть для любого i = 1, n заданы действительные числа γi, измеримая T-периодическая
функция h :R→Rn×n и функция f :R×Rn ×Rn →Rn, удовлетворяющая условиям Кара-
теодори и являющаяся T-периодической по первому аргументу. Будем предполагать, что для
любого r > 0 найдется такое число M, что при любых x,w ∈Rn, удовлетворяющих оцен-
ке |x|+ |w| ≤ r, и при почти всех t∈ [0, T ] (а значит, и при почти всех t∈R ) имеет место
неравенство |f(t, x, w)| ≤M.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

fi

(
t, x1

(
hi1(t)

)
, . . . , xn

(
hin(t)

)
, ẋi(t) + γixi(t)

)
= 0, t ∈ R, i = 1, n. (1)

Нас интересуют условия существования Т-периодического решения уравнения (1), т. е. удовле-
творяющей этому уравнению при п.в. t∈R абсолютно непрерывной Т-периодической функции
x :R→Rn, такую, что ее сужение на [0, T ] является элементом пространства ACn∞ .

Определим для всех i, j =1, n измеримые функции h̃ij(t)=T
{
hij(t)T−1

}
, где символом {·}

обозначена дробная часть числа. Заметим, что h̃ij([0, t])⊂ [0, t], и для любой Т-периодической
функции u : [0, T ]→R выполнено u(h̃ij(t))= u(hij(t)).

Рассмотрим теперь следующую краевую задачу:

fi

(
t, x1

(
h̃i1(t)

)
, . . . , xn

(
h̃in(t)

)
, ẋi(t) + γixi(t)

)
= 0, t ∈ [0, T ], i = 1, n, (2)

xi(0)− xi(T ) = 0, i = 1, n. (3)

Уравнение (1) имеет Т-периодическое решение тогда и только тогда, когда определенная здесь
периодическая краевая задача (2), (3) разрешима. Если x : [0, T ]→Rn — решение этой крае-
вой задачи, то ее Т-периодическое продолжение будет решением уравнения (1) на всем R, и
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обратно, если x :R→Rn — Т-периодическое решение уравнения (1), то его сужение на [0, T ]
будет решением задачи (2), (3).

Итак, исследуем краевую задачу (2), (3). Воспользуемся W-подстановкой Н.В. Азбелева
[1]. Выберем вспомогательную краевую задачу

ẋi(t) + γixi(t) = yi(t), t ∈ [0, T ], xi(0)− xi(T ) = 0, i = 1, n,

решение которой определяется формулой

xi(t) =

T∫

0

Gi(t, s)yi(s)ds, Gi(t, s) =

{
(eγiT − 1)−1

eγi(s−t+T ), если s≤ t,

(eγiT − 1)−1
eγi(s−t), если s> t.

(4)

Таким образом, краевая задача (2), (3) равносильна системе уравнений

fi

(
t,

T∫

0

G1

(
h̃i1(t), s

)
y1(s)ds, . . . ,

T∫

0

Gn

(
h̃in(t), s

)
yn(s)ds, yi(t)

)
= 0, t ∈ [0, T ], i = 1, n. (5)

Если y — решение уравнения (5), то, подставляя эту функцию в соотношение (4), мы найдем
решение x краевой задачи (2),(3) (периодическое продолжение которого, как уже отмечалось,
будет решением исходного уравнения (1))

Для исследования разрешимости системы (5) мы воспользуемся утверждениями о накры-
вающих отображениях [2–5].

Пусть X, Y метрические пространства с метриками ρX , ρY , соответственно. Будем ис-
пользовать следующее определение.

О п р е д е л е н и е [2]. Отображение F :X→Y называется α -накрывающим, α> 0, если
для любых x0 ∈X, y ∈Y существует x∈X, удовлетворяющий уравнению F (x)= y и оценке

ρX(x, x0) ≤ α−1ρY (y, F (x0)).

Т е о р е м а. Пусть для всех i = 1, n выполнены следующие условия: существует та-
кое αi > 0, что при почти всех t ∈ [0, T ] и любом x ∈ Rn отображение fi(t, x, ·) : R→ R
является αi -накрывающим; для любого j = 1, n существует такое βij ≥ 0, что при по-
чти всех t∈ [0, T ] и любом w∈R, (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)∈Rn−1 отображение fi(t, x1, . . .
. . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xn, w) :R→R является βij -липшицевым. Тогда, если матрица

C =
((

αiγi

)−1βij

)
n×n (6)

имеет спектральный радиус %(C)<1, то существует решение x∈ACn∞ краевой задачи (5).
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на результатах [3].
Определим для любого i =1, n отображение Φi : L∞×Ln∞→L∞ соотношением

(
Φi

(
ui, v1, . . . , vn

))
(t) = fi

(
t,

T∫

0

G1

(
h̃i1(t), s

)
v1(s)ds, . . . ,

T∫

0

Gn

(
h̃in(t), s

)
vn(s)ds, ui(t)

)
.

Теперь запишем систему (5) в виде системы операторных уравнений

Φi(yi, y1, . . . , yn) = 0, i = 1, n. (7)

Для исследования полученной системы (7) воспользуемся результатами работы [3].
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В силу [3, теорема 3] отображение Φi(·, v1, . . . , vn) : L∞→L∞ является αi -накрывающим,
i =1, n. Далее, для произвольного j =1, n и любых vj , ṽj ∈L∞ выполнено

∣∣∣
∣∣∣
(
Φi

(
ui, v1, . . . , vj , . . . , vn

)−Φi

(
ui, v1, . . . , ṽj , . . . , vn

))∣∣∣
∣∣∣L∞ ≤

≤βijvrai sup
t∈[0,T ]

( T∫

0

Gi

(
h̃ij(t), s

)|vj(s)− ṽj(s)|ds
)
≤ γ−1

i βij ||vj − ṽj ||L∞ .

Таким образом, отображение Φi(ui, v1, . . . , vj−1, ·, vj+1, vn) :L∞→L∞ является липшицевым с
константой β̃ij

.= γ−1
i βij .

Согласно [3, теорема 1], для доказательства утверждения остается заметить, что матрица(
(αiγi)−1β̃ij

)
n×n – это матрица C , которая определяется равенством (6), и ее спектральный

радиус %(C) < 1.

С л е д с т в и е. При выполнении условий доказанной теоремы уравнение (1) имеет
Т-периодическое решение.

В заключение отметим, что идея применения накрывающих отображений к исследованию
неявных дифференциальных уравнений была предложена в работе [4]. Для таких уравнений
в [4]–[8] сформулированы условия разрешимости и корректности задачи Коши, в [3], [9], [10]
исследована апериодическая краевая задача, в [11] — периодическая краевая задача. В работе
[12] получены условия разрешимости апериодической краевой задачи для скалярного уравне-
ния с отклоняющимся аргументом.
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Pasechnikov I.I., Treshchev V.S.
EXISTENCE OF PERIODIC SOLUTIONS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DEVIATING

ARGUMENT
The conditions of resolvability of a periodic boundary-value problem for am implicit differential equation

with deviating argument are derived. The reduction of a boundary value problem to an integral equation by
means of W-substitution N.V. Azbelev is used. Statements about covering mappings are applied to study
the integral equation obtained.

Key words: an implicit differential equation with deviating argument; periodic solution; boundary-value
problem; covering mappings.
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