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Получены условия разрешимости апериодической краевой задачи для дифференци-
ального уравнения неявного вида с отклоняющимся аргументом. Используется метод 
исследования краевых задач, основанный на утверждениях о векторных накрывающих 
отображениях. 

Используются следующие обозначения для пространств определенных на [a, b] веществен-
ных функций: bo - банахово пространство измеримых существенно ограниченных функций с 
нормой \\х\\ьх = vrai sup \x(t)\; ACo - банахово пространство таких абсолютно непрерывных 

te[a,b] 
функций, что XX e с нормой \\х\\̂ с̂  = \\X+ \x(a)\; C - пространство непрерывных 
функций, \\X\\C = max \x(t)\; Bn - декартово произведение множеств B х . . . х B. 

te[a,b] 
В работах [1]—[3] предложен метод исследования неявных дифференциальных уравнений, 

основанный на утверждениях о накрывающих отображениях. Использованные идеи и подходы 
применимы и к функционально-дифференциальным уравнениям неявного вида. В частности, 
утверждения о векторных накрывающих отображениях [3] позволяют исследовать краевые 
задачи для таких уравнений. Здесь получены условия разрешимости апериодической краевой 
задачи для дифференциального уравнения неявного вида с отклоняющимся аргументом. 

Пусть X, Y метрические пространства с метриками рх, PY, соответственно. Будем ис-
пользовать следующее определение. 

О п р е д е л е н и е [4]. Отображение F: X — Y называется а -накрывающим, а> 0, если 
для любых xo e X,y e Y существует x e X, удовлетворяющий уравнению F (x) = y и оценке 

рх(x,xo) < а-1 pY(y,F(xo)). 

Пусть заданы измеримая функция h : [a, b] — R n x n и функция f : [a, b] х R n х R n — Rn , 
удовлетворяющая условиям Каратеодори (т. е. измеримая по первому и непрерывная по сово-
купности остальных аргументов). Будем предполагать, что для любого r> 0 найдется такое 
число M, что при любых x,w e Rn , удовлетворяющих оценке \x\ + \w\< r, и при почти всех 
t e [a,b] имеет место неравенство \ f (t,x,w) \ < M. Далее, пусть для любого i = 1,n заданы 
числа Ai,Bi, Ai, измеримые существенно ограниченные функции yi: [a,b] — R и измеримые 
по Борелю ограниченные функции фi: (-ж, a) U(b, то) — R. Исследуем систему дифференци-
альных уравнений вида 

fi(t,xi(hii(t)),..., xn(hin(t)),xi(t)^ = yi(t), t e [a, b]; xi(s) = <pi(s), если se [a,b], (1) 

с краевыми условиями 
Aixi(a) + Bixi(b) = Ai, i = 1~П. (2) 
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Воспользуемся представлением краевой задачи (1), (2), предложенным И.В. Азбелевым 
[5]. Для любых i,j = 1,n определим множества 

Eij = h~l[a, b] = {t e [a, b] : hj(t) e [a, b]}, 

являющиеся, очевидно, измеримыми, и числа Hij =vraisup(h i j(t) — a). Определим оператор 
tEEij 

Shij : C ^ L<x 

(S x)(t) = i xi(hij(t)), е с л и t e Eij, 
У hij A ' \ Vi(hij(t)), если teEij, 

и запишем систему (1), (2) в следующем виде 

/Л t,Shi^xi(a)^ Xi(s)ds) (t),...,Shin (xn(a) + f x'n(s)ds) (t),Xi(t)j= yi(t), te [a,b}, 
a b _ a (3) 

(Ai + Bi)xi(a) + Bi f xi(s)ds = Ai, i = 1,n. 
a 

Решением полученной системы естественно считать функцию, определенную на [a, b}. Мы бу-
дем искать решение в классе AC^n - векторных функций, каждая компонента которых -
элемент ACж- Любой xeAC^n однозначно определяется парой (x,x(a)) e L^n х Rn . Та-
ким образом, мы можем считать краевую задачу (3) системой 2n уравнений с двумя 2n 
неизвестными xi e L^([a,b], R), xi(a) e R , i = 1,n. 

Т е о р е м а 1 . Пусть для всех i = 1,n выполнены следующие условия: Ai + Bi = 0, суще-
ствуеттакое ai > 0, что при почти всех te [a,b] и любом x e R n отображение /i(t,x, •): R ^ 
^ R является ai -накрывающим; для любого j = 1,n существует такое > 0, что при 
почти всех t e Eij и любом w e R, (xl,... , xj— l , xj+l, ... , xn ) e R n l отображение /i(t,xl,... 
... , xj—l, •, xj+l,..., xn, w) : R ^ R является -липшицевым. Тогда, если матрица 

Cll Cl2 C= 
C2l C22 

C l l = (a—len H j ) ^ C l2 = { ^ в ц ^ (4) 

C2l =diag{ | Ai + Bi\ — l\Bi\(b — a) }nxn, C22 = ( 0 W , 

имеет спектральный радиус g(C) < 1, то существует решение xeAC^n краевой задачи 
(3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на результатах о векторных накрывающих отображениях 
[3]. _ 

Определим для i = 1,n отображения Ф, : Lж х L^n х R n ^ L^, Ф, : R х L^n х Rn ^ R 
соотношениями 

(<&i(ui,Vl, . . .,Vn,Vn+l, . . .,V2n)^J (t) = 

(•) (•) 

= /i(^ t, Shil (Vn+l + J Vl(s)ds) (t),..., Shin (V2n + J Vn(s)ds) (t),Ui(t)^j; 
a a 

b 

(фi(Ui+n,Vl, . . . ,Vn,Vn+l, . . . ,V2n)j (t) = (Ai + Bi)Ui+n + Bi j Vi(s)ds. 
a 
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Теперь запишем краевую задачу (3) в виде системы операторных уравнений 

$i(±i,xi,.. .,x,n,xi(a),.. .,xn(a))= yi, u/i^y,-. . —yn 
ф^х^а)^i,... ,Xn,xi(a),... ,xn(a)) =Ai. ( ) 

К исследованию полученной системы (5) применим [3, теорема 1]. В силу [3, теорема 3] 
отображение ... ,Vn, Vn+i,..., V2n) • Lж ^ Lж является ai -накрывающим. Далее, для 
произвольного j = 1,n и любых Vj ,Vj E Lж выполнено 

(§i(ui,Vi, ...,Vj,.. .,Vn,Vn+i, . . . ,V2n) ^i(ui,Vi, . . .,Vj, . . .,Vn,Vn+i, . . . , V2n)^) 

(•) 
< Vij vraisu^ Shiji / \Vj (s) - Vj (s)\ds)) (t) < Vij \\Vj - Vj \\L^ vraisup(h,j (t) - a) 

teEn v J J teEn 

L L < 

= PijHij\\Vj - Vj\\Lx. 

Таким образом, отображение Фг(иг, Vi, . . . , Vj-i, •,Vj+i,Vn, Vn+i, . . . , V2n) • L ж ^ Lж удовле-
творяет условию Липшица с константой Vij = Vij Hij. 

Аналогично, при всех j = n + 1, 2n отображение Фг (ui,Vi,... ,Vn,Vn+i,... , V j - i , •,Vj+i,... 

... , V2n) • R ^ L,x является Vij -липшицевым ( V j = Vj ). 
Также легко проверяется, что функционал фг по первому аргументу фг(•, Vi,..., Vn, Vn+i,... 

... ,V2n): R ^ R является \Aг + B,\-накрывающим; не зависит от остальных аргументов кроме 
Vг, и по этому аргументу функционал фг(иг+„,, V i , . . . , Vi-i, •, Vi+i,..., Vn, Vn+i,..., V2n) • L<x ^R 
удовлетворяет условию Липшица с константой Vj = \ Bi\(b - a). 

Согласно [3, теорема 1], для доказательства утверждения остается заметить, что матрица 
(a-iVj)2nx2n - это матрица C, которая определяется формулами (4), и ее спектральный 
радиус Q(C) < 1. Теорема доказана. 

Рассмотрим частный случай краевой задачи (1), (2) - апериодическую краевую задачу 
для скалярного уравнения с отклоняющимся аргументом. Пусть заданы измеримая функ-
ция h •[a,b] ^ R и функция f •[a,b] х R х R ^ R, удовлетворяющая условиям Каратеодори. 
Предполагается, что для любого r > 0 существует такое число M, что при любых x,w E R, 
удовлетворяющих оценке \x\ + \w\ < r, и при почти всех t E [a,b] имеет место неравенство 
\f (t,x,w)\ < M. Далее, пусть заданы числа A,B, A, измеримая существенно ограниченная 
функция y •[a,b] ^ R и измеримая по Борелю ограниченная функция ф • (-ж, a) U(b, то) ^ R. 
Используя теорему 1, сформулируем условия разрешимости краевой задачи 

f (t,x(h(t)),x(t))= y(t), t E [a, b], 
x(s) = ф(s), если sE [a,b], (6) 

Ax (a) + Bx(b) = A. 

Определим измеримое множество 

E = h-i[a, b] = {t E [a, b] • h(t) E [a, b]} 

и число H = vraisup(h(t) - a). Для системы (6) матрица C имеет вид 
teE 

C = (ai Vij ) 2 x 2 = 

её характеристический многочлен 

= a-iVH a-iV 
г)2x2 = ^ \A + B\-i\B\(b - a) 0 

X(A) = A2 - a-iVH\ - a-i\A + B\-iV\B\(b - a) = 0, 
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согласно теореме Виета, имеет два действительных корня разных знаков Х\ < 0, Л2 > 0, при-
чем Л2 > Л11, и поэтому Q(C) = Л2. Таким образом, оценка спектрального радиуса Q(C) < 1 
выполнена тогда и только тогда, когда %(1) > 0. 

Итак, из теоремы 1 следует, что при выполнении неравенства 

/ЗН /3\B\(b - a) > 0 

a \A + B\a 

краевая задача (6) будет разрешимой. 
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Treshchev V.S. 
SOLVABILITY OF BOUNDARY-VALUE PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH 

DEVIATING ARGUMENT 
Conditions of solvability of an a-periodic boundary-value problem for an implicit differential equation 

with deviating argument are derived. The method based on the statements about vector covering mappings 
due to E.S. Zhukovskiy and E.A. Pluzhnikova is used. 
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