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Вводятся понятия обобщенного решения и обобщенного квазирешения задачи Коши 
для импульсного функционально-дифференциального включения с невыпуклой по пе-
реключению правой частью, с импульсными воздействиями. Сформулировано основное 
свойство обобщенных квазирешений, когда множество решений «овыпукленной» зада-
чи Коши совпадает с множеством обобщенных квазирешений. 

Обозначим через Rn n -мерное пространство вектор-столбцов, с евклидовой нормой | • | ; 
Ln[a, b\ - пространство суммируемых по Лебегу функций x : [a, b] ^ Rn с нормой Цх||_̂ пГа51 — 

t 
— / lx(s)lds ; L+[a, b\ - множество неотрицательных функций пространства L 1[a, b\ ; Q(Ln[a,b\) 

a 
— множество всех непустых замкнутых ограниченных суммируемыми функциями подмно-
жеств пространства Ln[a,b\ ; Sw(Ln[a, b\) - множество всех непустых ограниченных замкну-
тых выпуклых по переключению подмножеств пространства Ln[a,b\ ; Q(Sw(Ln[a, b\)) - мно-
жество всех выпуклых ограниченных замкнутых выпуклых по переключению подмножеств 
пространства Ln[a, b\ . 

Пусть tk Е [a,b) С R , к — l,m, (t1 < ... < tm) - конечный набор точек. Обозначим че-
рез C [a,b\ пространство непрерывных на каждом промежутке [a,t-\\, (t1,t2\, ..., (tm,b\ 
функций х : [a, b\ ^ Rn , имеющих пределы справа в точках tk, к — 1, m, с нормой ||x||gП[а ^ — 

— sup{|x(t)|: t Е [a, b\}; C + [a,b\ - множество неотрицательных функций пространства C [a,b\. 
Для функционально-дифференциального включения, не обладающего свойством выпукло-

сти по переключению значений, рассмотрим задачу Коши следующего вида: 

x Е&(x), 
A(x(tk))— Ik(x(tk)), к — 1,m, (3.1) 
x(a) — x0, 

где отображение Ф : C [a,b\ ^ Q(Ln[a, b\) удовлетворяет условию: для каждого ограниченного 
множества U С C [a,b\ образ Ф(и) ограничен суммируемой функцией и найдется такое непре-
рывное и симметричное отображение P : C [a,b\ х C [a,b\ ^ L+[a,b], что для любых x,y Е 
Е C [a, b\ и любого измеримого множества U С [a, b\ выполняется оценка h-Ln(u) ^ ( x ) , Ф(у)\ ^ 
< HP (x,y)H Liu); отображения Ik : Rn ^ Rn непрерывны, A(x(tk))— x(tk + 0) — x(tk), к — 1,m. 

Пусть Ф - непустое подмножество пространства Ln[a,b}. Выпуклой по переключению 
i 

оболочкой s-шФ множества Ф называется совокупность всех элементов вида у — ̂  x(U)xi, 
i=1 

где xi Е Ф, l - любое натуральное число, а произвольные измеримые множества Ui, i — 1,l, 
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осуществляют разбиение отрезка [a,b], т. е. U-if) Uj = 0 при i = j и |J Ui = [a,b] , X() -
i=1 

характеристическая функция. Пусть далее, - замыкание множества s-шФ в пространстве 
Ln[a,b]. 

О п р е д е л е н и е 1. Под обобщенным решением задачи (3.1) понимается функция х e 
e C [a, b], для которой существует такое q e вШФ(х), что при всех t e [a, b] имеет место пред-
ставление t 

x(t) = хо + У q(s)ds + Ik(x(tk))X(tk,b](t). (3.2) 
« k=1 

Данное определение отличается от определения обобщенного решения, введенного 
А.Ф. Филипповым для обыкновенного дифференциального уравнения с разрывной правой ча-
стью (см. [1]). Здесь обобщенное решение определяется с помощью выпуклой по переключению 
оболочки множества значений отображения Ф : Cn[a, b] ^ Q(Ln[a, b]) (которое, вообще говоря, 
не обладает свойством выпуклости по переключению значений). При этом, если Ф(х) явля-
ется выпуклым по переключению, то ^шФ(х) = Ф(х) , и тогда обобщенное решение совпадает 
с «классическим». 

Для задачи (3.1) в [2] получены условия существования обобщенного решения, доказано, 
что локальное обобщенное решение продолжаемо до "максимального". Эти результаты удо-
влетворяют одному из требований к обобщенным решениям дифференциальных уравнений с 
разрывной правой частью, сформулированных в монографии А.Ф. Филиппова [1]: "решение 
не должно прерываться". 

Применительно к задаче (3.1) определение квазирешения можно сформулировать следу-
ющим образом. 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что функция у e C [a,b], имеющая представле-
ние 

t m 
y(t)= хо + q(s)ds + Ik (y(tk ))X(tk,b](t)> t e [a,b], (3.3) 

a k=1 

является обобщенным квазирешением задачи (3.1) , если найдется такая последовательность 
e C [a,b], i = 1, 2,..., что для каждой функции х^ i = 1, 2,... найдется функция qi e в7ШФ(у), 

для которой при любом t e [a, b] имеет место равенство 

m 
х^) = хо + qi(s)ds + Ikх(tk))X(tk,b](t), (3.4) 

k=1 

где х.1 ^ у в пространстве Cn[a,b]. 
Отметим, что понятие квазирешения впервые было введено Важевским (T. ^^е"№8к!)(см. 

[1]) для обыкновенного дифференциального включения и играет фундаментальную роль в изу-
чении свойств решений функционально-дифференциальных включений с невыпуклой правой 
частью. Отметим также, что если множество Ф(х) в определении обобщенного квазирешения 
выпукло по переключению, то обобщенное квазирешение совпадает с квазирешением, введен-
ным в работах [2], [3], [4]. 

Пусть Н(хо)— множество всех обобщенных квазирешений задачи (3.1). 
Определим отображение Фсо : Cn[a , b] ^ Q(Sw(Ln[a, b])) равенством 

Ф со(х) = ед(ШФ(х)). (3.5) 

Оператор Фсо :Cn[a,b] ^ Q(Sw(Ln[a, b])) будем называть обобщенно овыпукленным операто-
ром. 
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Рассмотрим «овыпукненную» задачу 

x е Фco(x), A(x(tk)) = Ik(x(tk)), x(a) = xo. (3.6) 

Пусть Hco(x0,b) - множество всех решений задачи (3.6) на отрезке [a,b] . 
Т е о р е м а . Справедливо равенство H(x0) = Hco(x0, b). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале докажем вложение 

H(xo) С Hco(xo,b). (3.7) 

Пусть y еН(х0) и пусть y е C [a,b] имеет представление (3.3), в котором y(a) = x0. Тогда, 
согласно определению обобщенного квазирешения задачи (3.1), найдется такая последова-
тельность Xi е С [a,b], i = 1, 2,..., что для каждой функции Xi, i = 1, 2,... найдется функция 
qi е Ф(у), для которой при любом t е [a, b] имеет место равенство (3.4). Так как xi —y в про-
странстве С [a,b] при i — ж, а отображения Ik : R n — Rn , к = 1, 2,...,m непрерывны, то при 
любом t е [a, b] справедливо равенство 

Ik (xi (tk ))X(tk,b](t) = Y1 Ik (y(tk ))X(tk,b](t). (3.8) 
k=i k=i 

Из равенства (3.8) следует, что при любом t е [a, b] имеет место соотношение 

t t 

lim / qi(s)ds = / qq(s)ds, (3.9) 
i^^ J J 

a a 

где для каждого i = 1, 2,... функция qi е Ф(y) удовлетворяет представлению (3.4), а функция 
С удовлетворяет равенству (3.3), в котором y(a) = x0. 

Далее покажем, что qi — С слабо в пространстве Ln[a,b] при i — ж. Так как множество 
Ф(y) ограничено суммируемой функцией, то для доказательства слабой сходимости доста-
точно показать, что для каждого измеримого по Лебегу множества U С [a, b] имеет место 
равенство 

lim / qi(s)ds = / qq(s)ds. (3.10) 
i^^ J J 

U U 

Докажем равенство (3.10). Из аддитивности интеграла и равенства (3.9) следует, что для 
любых t,T е [a, b] справедливо соотношение 

lim / qi(s)ds = / qq(s)ds. (3.11) 
J J 
T 

n Пусть е > 0 и пусть функция в е Ln[a,b] такова, что при любых z е Ф(У) и при почти всех 
t е [a, b] справедлива оценка 

|z(t)| < e(t). (3.12) 

Не уменьшая общности, далее будем считать, что и функция q из представления (3.3) удовле-
творяет неравенству (3.12). Далее, пусть 5> 0 таково, что при всех измеримых множествах 
ЕС [a,b], удовлетворяющих неравенству ц(£) <5, выполняется неравенство 

/ в(s)ds < е. (3.13) 
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Далее пусть U С (a, b) - измеримое множество и U С (a,b) - такое открытое множество, что 
U cU и ц(К \U) <5. Далее пусть 

те 
U ={j(at,bi)= U l U U2, 

i=1 

где (ai,bi), i = 1, 2,...- составляющие открытые интервалы множества U С (а, Ь), 

Ui = ( J ( a i , b i ) , U2 = [ J (ai ,bi), 
i=1 i=p+1 

причем p выбрано так, что /л(С) <5. В силу равенства (3.11) выберем N = 1, 2,... таким, что 
при всех i ^ N выполняется неравенство 

qi(s)ds — J q(s)ds < е. (3.14) 

Ui Ui 

Так как для любого i = 1, 2,... справедливо равенство 

(qi(s) — q(s))ds = j(qi(s) — q(s))ds — j (qi(s) — q(s))ds, 
u и 

то для любого i = 1, 2,... справедлива оценка 

и\и 

и(qi(s) — q(s))ds\< \ /(qi(s) — q(s))ds\ + \ /(qi(s) — q(s))ds\ + 
u Ui и 

+ \J (qi(s) — q(s))ds\. 
u\u 

Так как для функции в G Ln[a,b] выполняется неравенство (3.12), то получаем оценку 

f (qi(s) — q(s))ds < У (qi(s) — q(s))ds + 2 J p(s)ds + 2 j p(s)ds. 
u и U2 U\u 

Отсюда в силу неравенств (3.13), (3.14) для любого i ^ N получаем оценку 

(qi(s) — q(s))ds < 5е. 
и 

Таким образом, для любого измеримого множества Uc [a,b] справедливо равенство (3.10). 
Следовательно, qi ^ q слабо в пространстве Ln[a,b] при i Так как выпуклое замкнутое 
множество пространства замкнуто и в слабой топологии этого пространства, то из включе-
ния qi G еоФ(у) вытекает включение q G еоФ(у). А это означает, что функция yGC [a,b], 
представимая в виде (3.3), является решением задачи (3.6), т. е. yGHco(x0,b). Следовательно, 
включение (3.7) справедливо. 

Теперь докажем вложение 
Hco(xo,b) cH(xo). (3.15) 

Пусть у G Hco(x0 ,b). Тогда функция у G С [a,b] представима в виде равенства (3.3), причем 
функция q G еоС (у), у (a) = x0. Так как множество С (у) G Sw(Ln[a,b]), то для функции q 
найдется такая последовательность qi Gc (у), i = 1, 2,..., что qi ^ q слабо в пространстве 
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Ln[a,b] при i . Далее, определим последовательность xi Е C [a,b], i = 1, 2,... равенством 
(3.4). Так как qi ^ q слабо в пространстве Ln[a,b] при i то 

lim / qi(s)ds = / q(s)ds 
i ^ ^ J J 

равномерен относительно t Е [a,b]. Поэтому в силу непрерывности отображений Ik : Rn ^ Rn , 
к = 1, 2,..., m, получим равенство 

Иш \\xi - y\\c» м = 0 . 

А это означает, что y EH(xo). Таким образом справедливо вложение (3.15). Из соотношений 
(3.7), (3.15) следует равенство H(x0) = Hco(x0,r). Теорема доказана. 
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Filippova O.V. 
GENERALIZED QUASI-SOLUTION OF IMPULSIVE FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL INCLUSION 

WITH DELAY AND WITH NON-DECOMPOSABLE RIGHT-HAND SIDE 
Concepts of the generalized solution and the generalized quasi-solution of the Cauchy problem for a 

functional differential inclusion with impulses and with the right-hand side part not necessarily convex-
valued with respect to switching are presented. The main property of generalized quasi-solution is formulated, 
namely, the set of solutions to the «convexited» Cauchy problem is equal to set of generalized quasi-solutions. 

Key words: functional-differential inclusion; generalized solution; generalized quasi solution. 
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