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С У П Е Р П О З И Ц И О Н Н А Я И З М Е Р И М О С Т Ь ПРИ О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х 
У С Л О В И Я Х К А Р А Т Е О Д О Р И 

© И. В. Шрагин 
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условия Каратеодори. 
Доказывается суперпозиционная измеримость функции f : T х R m — R (на множестве 
T задана а -алгебра), измеримой на T и непрерывной слева по каждому xk G К, к = 
= 1, ..., т. 

1. Введение 

Пусть T - непустое множество, T - а-алгебра на T, т. е. (T, T) - измеримое простран-
ство. Если X - метрическое пространство, то через B(X) обозначим совокупность всех бо-
релевских множеств в X. 

Функция p:T—X называется (T, B(X)) -измеримой, если (VB GB(X)) p-l(B) GT. Обо-
значим через (T, B(X)) множество всех таких функций. 

Далее для функции p : T — X рассматривается функция Gv : T — T х X, где Gv(t) = 
= (t,p(t)) (так что GV(T) - график функции p ). 

Пусть заданы измеримое пространство (T, T) и метрические пространства X и Y, а также 
функция f : T х X — Y. Рассмотрим для функций p : T — X суперпозиции f о G^ : T —> Y, т. 
е. (f о Gv)(t) = f(t,p(t)). 

О п р е д е л е н и е 1. Функция f называется суперпозиционно измеримой (короче: 
суп-измеримой), если Vp G(T, B(X)) суперпозиция f о Gv G (T, B(Y)). 

Каратеодори [1, § 577] доказал суп-измеримость функции f: (a, b) х R m — R, измеримой по 
Лебегу на (a,b) при каждом x = (xl,...,xm) и непрерывной по каждому Xk G R, к = 1,...,т, 
в отдельности при любом t G (a, b). 

Нашей целью является доказательство суп-измеримости функции f: T х R m — R при более 
общих условиях. А именно, мы будем предполагать, что выполняются условия: 

( C i ) (Vx G Rm ) f (•, x) G(T, B(R)); 

( C2 ) (V t G T) функция f (t, •): R m — R непрерывна слева по каждому xk G R, к = 1,...,m, в 
отдельности. 

2. Вспомогательные предложения 

Пусть (T, T) - измеримое пространство, а X и Y - метрические пространства. Обозначим 
через Л произведение T х B(X), т. е. а -алгебру на T х X, порожденную системой {A х 
х B : A GT, B GB(X)}. 

Л е м м а 1. Функция p G (T, B(X)) тогда и только тогда, когда Gv G (T, Л). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если p G (T, B(X)), то при A GT , B G B(X) 

G-l(A х B) = {t G T : (t, p(t)) G A х B)} = A П p-l(B) G T, 
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откуда, как хорошо известно (см., например, [2], Предложение II.1.1), следует, что ((VD £ Л) 
G'1(D) £T, т. е. Gv £ {T, Л). Обратная импликация очевидна. • 

Л е м м а 2. Если функция f : T х X — Y (Л, B(Y)) -измерима, то она суп-измерима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р £ {T, B(X)) и C £ B(Y). Тогда (f о GV)'1(C ) = 

= G~1[f'1 (C)] £T в силу Леммы I (так как f'1(C) £ Л). • 

Рассмотрим пространство R m ( m> 1), снабженное какой-либо метрикой с покоординатной 
сходимостью. Положим 

[B(R)]m = {S i х ... х Bm : Bk £ B(R), к = 1,..., m}. 

Хорошо известно, что система [B(R)]m порождает а -алгебру B(Rm) (см., например, [3, с. 
154], где рассмотрен случай m = 2, или [4, Лемма 4]). 

Пусть дана функция р : T — Rm , т.е. p(t) = (p1(t), ...,pm(t)), где рk (t) £ R, к = 1,...,m. 
Л е м м а 3. Функция р £ {T, B(Rm)) тогда и только тогда, когда рк £ {T, B(R)), к = 

= 1, ... , m. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р £ {T, B(Rm)). Возьмем B £ B(R) и положим Bk = R 

при к = p и Bp = B. Тогда p~1(B) = p~1(B1 х ... х Bm). Т. к. B1 х ... х Bm £ [B(R)]m cB(Rm), 
то Pp1(B) £ T, т.е. Pp £{T, B(R)), p = 1,..,m. 

Обратно, пусть рк £ {T, B(R)), к = 1,...,m. Тогда если (Ук) Bk £ B(R), то 
р'1(Bl х ... х Bm) = ^\ P-1(Bk) £ T. Но т. к. система [B(R)]m порождает а -алгебру B(Rm), 

k 

то р £ {T, B(Rm)). • 

3. Основные результаты 

Рассмотрим сначала случай, когда m = 1. 
Т е о р е м а 1. Если функция f : T х R — R удовлетворяет условиям (C1) и (C2) (при 

m = 1), то f £{TхB(R), B(R)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольное a £ R и докажем, что 

f'1([a, ж)) = Ea := n U { : f t r) >a — n'1} х (r,r + n'1)] . (1) 
n€Nr£Q 

Действительно, пусть (t,x) £ f'1 ([a, ж)), т.е. f(t,x) > a. Тогда (Vn) £ N f(t,x) >a — n'1, и, в 
силу (C2), существуют такие r £ (x — n'1 ,x)P| Q, что f (t,r) >a — n'1. Так как x £ (r,r + n'1), 
то (t,x) £ Ea. 

Обратно, если (t,x) £ Ea, то Vn существует такое rn £ Q, что f (t,rn) >a — n'1 и x £ 
£ (rn,rn + n'1), т.е. x — n'1 <rn <x. Отсюда и из (C2) следует, что f (t,x) > a. 

Итак, равенство (1) доказано, а из него следует, что f'1([a, ж)) £T х B(R). Но так как 
система {[a, ж): a £ R} порождает а -алгебру B(R) [3, Prop. 1.1.3], то f £ {T хB(R), B(R)). • 

Из Теоремы 1 и Леммы 2 вытекает 
С л е д с т в и е 1.В условиях Теоремы 1 функция f суп-измерима. 
Т е о р е м а 2. Если функция f : T х R m — R удовлетворяет условиям (C-\) и (C2), то 

она суп-измерима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим индукцию по m. При m = 1 теорема верна в силу 

Следствия 1. Предположив, что она верна при m = p — 1, докажем ее при m = p> 1. 
Возьмем произвольную функцию р = (р1,...,рр) £ {T, B(Rp)). Согласно Лемме 3 

Pk £ {T, B(R)), к = 1,...,p. Рассмотрим функцию g : T х R — R, определенную равенством 
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g(t,x) = f (t,<pi(t), ...,^p-i(t),x). Эта функция удовлетворяет условиям (Ci) и (C2) при m = 
= 1 (в частности, (Ci) выполняется в силу нашего предположения). Тогда по Следствию 1 
функция g суп-измерима, так что g о GVp е {T, B(R)). Но т. к. 

(f о G„)(t) = f (t, <pi(t),<pp(t)) = g(t, <pp(t)) = (g о GVp)(t), 

то f о Gv e{T, B(R)), т. е. функция f : T x Rp ^ R суп-измерима. • 

Нетрудно проверить, что Теорема 2 останется верной, если в условии (C2) заменить непре-
рывность слева непрерывностью справа. 
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Shragin I.V. 
SUPERPOSITIONAL MEASURABILITY UNDER GENERALIZED C A R A T H E O D O R Y 

CONDITIONS 
We prove superpositional measurability of the function f : T x R m ^ R (a a -algebra is defined on T ) 

which is measurable on T and continuous from the left on every xk е R, к = 1,..., m. 
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