
ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т.19, вып.3, 2014 

 833 

 

 

 

 

 
УДК 512 

 

 

О НИЖНЕЙ ГРАНИЦЕ ДОМИНИРУЮЩЕГО СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ  

НЕРАЗЛОЖИМОЙ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 
 

 

 В.И. Фомин 
 

 
Ключевые слова: неразложимая неотрицательная матрица; доминирующее собственное значение; нижняя гра-
ница; положительный собственный вектор; спектральный радиус. 

Предложена некоторая оценка снизу для доминирующего собственного значения неразложимой неотрицатель-

ной матрицы. 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Как известно, аппарат неотрицательных матриц на-

ходит широкое применение в различных областях зна-

ния, например, при изучении случайных процессов, 

описываемых цепями Маркова, используются матрицы 

переходных вероятностей [1]; при построении межот-

раслевой модели Леонтьева в математической эконо-

мике рассматриваются матрицы расходных коэффици-

ентов [2]; при принятии решений в теории игр исполь-

зуются платежные матрицы с неотрицательными эле-

ментами [3]; при исследовании малых колебаний упру-

гих систем применяются осцилляционные матрицы [4]. 

В связи с этим актуальна задача получения оценок 

спектрального радиуса таких матриц. Верхние оценки 

можно получать с помощью известного неравенства 

||||)( AA   [5] за счет удачного выбора матричной 

нормы. При получении нижних оценок для )(A  мож-

но использовать теорему Фробениуса–Перрона [4]: 

неразложимая неотрицательная матрица имеет поло-

жительное собственное значение  , которое мажори-

рует модуль любого другого собственного значения 

этой матрицы, т. е. )(A  (по этой причине   назы-

вается доминирующим собственным значением). 

В данной работе предлагается одна оценка снизу 

для доминирующего собственного значения неразло-

жимой неотрицательной матрицы. 

 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

 

Теорема 1. Пусть )( ijaA  – неразложимая неотри-

цательная матрица размера nn ,   – доминирующее 

собственное значение матрицы A . Тогда верна оценка 
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где 11 rrp   для любого 21 np ; prrp ,...,, 1  – про-

извольные целые числа, изменяющиеся в указанных 

пределах. 

Доказательство. Пусть p  – некоторое фиксиро-

ванное целое число, 21 np ; prr ,...,1  – некоторые 

фиксированные числа, nrr p  ,...,1 1 . 

Покажем, что  
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Возможны два случая. 

1) prr ,...,1  таковы, что найдется хотя бы одно та-

кое tm 0 , pm  01 , что 

 

0
1


 tt rra . 

 

Тогда 

 

0

11

111
 






p

tm
m

rrrr

p

m

rr mmttmm
aaa . 

 

Следовательно, в силу положительности  , 
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2) prr ,...,1  таковы, что 
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для любого pm1  (напомним, что 11 rrp  ). 

По определению собственного значения, выполня-

ются равенства 

 

i

n

j

jij xxa 
1

, ni1 ,                                               (3) 



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т.19, вып.3, 2014 

 834 

где )( jxx   – положительный собственный вектор, 

отвечающий собственному значению 0:  jx , 

nj1 .  

Запишем (3) для 2ri   в виде 
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Из (4) следует оценка 
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Запишем (3) для 3ri   в виде 
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Из (6) следует оценка 
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Тогда из (5) и (7) следует, что 
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Продолжая этот процесс, получим на предпослед-

нем шаге оценку 
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Запишем теперь (3) для 1ri   в виде 
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Из (9) следует, что 

 

1

1

r
rr

r x
a

x

p

p


 .                                            (10) 

 

Тогда из (8) и (10) следует, что 
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Из последнего неравенства следует, в силу положи-

тельности 
1r

x , что  
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где 11 rrp  . 

Неравенство (2) доказано. 

Из (2) следует, в силу произвольности выбора p  и 

prr ,...,1 , что 
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где 11 rrp   для любого 21 np . 

Теорема доказана. 

Сделаем некоторые замечания по поводу доказан-

ной оценки (1). 

1. Вид пределов изменения для p  обусловлен тем, 

что количество элементов произвольного непустого 

подмножества множества всех элементов матрицы 

размера nn заключено между 1 и 2n . 

2. Оценка (1) равносильна оценке вида 
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где 11 rrp   для любого np1 ; prrp ,...,, 1  – про-

извольные целые числа, изменяющиеся в указанных 

пределах, и ji rr   для любых pji  ,1 , ji  . 

Это следует из того, что при отыскании максимума 

в правой части (1) можно не учитывать любой набор 

индексов, в котором имеется хотя бы одна пара совпа-

дающих индексов. 

Действительно, пусть q  – некоторое фиксирован-

ное целое число, 21 nq ; qtt ,...,1  – некоторый набор 

индексов, ntt q  ,...,1 1 , причем существуют такие 

qji  ,1 , ji  , что ji tt  . Пусть, для определенно-

сти, ji  . 

В силу соотношения (2) имеем 
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В силу равенства ji tt   получаем  
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Заметим, что оценка (12) является следствием сле-

дующих оценок: 
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которые получаются из (2), соответственно, при 

jiqp  , 11 tr  , 22 tr  , …, 11   ii tr , ji tr  , 

11   ji tr , …, qjiq tr   и при ijp  , jtr 1 , 

12  itr , …, 1  jij tr . 

Следовательно, оценку (12) можно не учитывать 

при отыскании максимума в правой части (1). Значит, в 

силу произвольности выбора q  и qtt ,...,1 , при оты-

скании максимума в правой части (1) достаточно учи-

тывать лишь те наборы индексов prr ,...,1 , в каждом из 

которых все индексы различны между собой. Тем са-

мым доказано, что оценка (1) равносильна оценке (11). 

3. Если A  – положительная матрица, то в оценке 

(1) имеет место знак строгого неравенства. 

Это следует из того, что для положительной матрицы 
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4. Существуют неразложимые неотрицательные мат-

рицы, для которых оценка (1) является неулучшаемой. 

Рассмотрим, например, следующую матрицу: 
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где 0,, 322113 aaa . A  является неразложимой неот-

рицательной матрицей. Максимумы, указанные в (1), 

достигаются для нее при 3p , 11 r , 22 r , 33 r  и 
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где 1343 aa  .  

5. Ослабляя оценку (1), можно получить следую-

щие наглядные неравенства: 
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Действительно, для 2p  
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или, полагая ir 1 , jr 2 , получим (13). Аналогично 

получается (14). 

6. Из (13) следует неравенство 
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т. е. доминирующее собственное значение неразложи-

мой неотрицательной матрицы ограничено снизу сред-

ним геометрическим ее матричных элементов. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Двусторонние оценки доминирующего собственно-

го значения неразложимой неотрицательной матрицы 

дают представление о расположении ее спектра в неко-

тором кольце на комплексной плоскости. 
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