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Abstract: Basic principles of mathematical education of students of economical specialities in WSTU are
given.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ; êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ;
ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ; ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà.

Àííîòàöèÿ: Äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå íîâîé òåîðèè: êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ôëàãîâûõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ íàäãðóïïû.

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ýðìèòîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ G/K áûëè ââåäå-
íû Âåðøèêîì, Ãåëüôàíäîì è Ãðàåâûì (äëÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî) è Áåðåçèíûì. Îíè óíèòàðíû
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ôîðìû Áåðåçèíà). Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ â íàìíîãî áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå. Âî-ïåðâûõ, ðàññìàò-
ðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ íå îáÿçàòåëüíî òðàíçèòèâíû, îòêðûòûå îðáèòû â íèõ � ýòî ñèììåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà, ïî ïðåèìóùåñòâó ïñåâäî-ðèìàíîâû. Âî-âòîðûõ, èçó÷àåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íå
îáÿçàòåëüíî óíèòàðíû (óñëîâèå óíèòàðíîñòè îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ñòåñíèòåëüíûì), âìåñòî ëî-
êàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ÿäðî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü äåëüòà-ôóíêöèÿ) ïîÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî íåëîêàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ëèáî èíâàðèàíòíàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà, íå
îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííàÿ. Â-òðåòüèõ, èçó÷àåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
äåéñòâóþò â ðàçëè÷íûõ, ïîä÷àñ âåñüìà øèðîêèõ, ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé èëè ñå÷åíèé ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé (â ÿäåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé è äð.).

Íàø ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè. Íàäãðóïïà G̃ äëÿ G
� ýòî òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî G � åå ïîäãðóïïà, è ýòà ïîäãðóïïà � ñôåðè÷åñêàÿ, ò.å. âûäåëÿåòñÿ èç
G̃ íåêîòîðîé èíâîëþöèåé. Ïóñòü P̃ � ìàêñèìàëüíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G̃, ïóñòü

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè: ÐÔÔÈ 09-01-00325 à, Íàó÷íîé Ïðîãðàììîé "Ðàçâèòèå Íàó÷íîãî Ïîòåíöèàëà
Âûñøåé Øêîëû" ÐÍÏ 2.1.1/1474 è Òåìïëàíîì 1.5.07.
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R̃λ, λ ∈ C, � ñåðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G̃, èíäóöèðîâàííûõ õàðàêòåðàìè (îäíîìåðíûìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè) ïîäãðóïïû P̃ . Ïðåäñòàâëåíèÿ R̃λ ìîãóò çàâèñåòü åùå îò íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ
ïàðàìåòðîâ. Êàê ïðàâèëî, ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðèâîäèìû. Îíè äåéñòâóþò â ôóíêöèÿõ íà ôëà-
ãîâîì ïðîñòðàíñòâå Ω = G̃/P̃ äëÿ íàäãðóïïû G̃, ýòî íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå.

Îãðàíè÷åíèÿ Rλ ïðåäñòàâëåíèé R̃λ íà ãðóïïó G ìû íàçûâàåì, èñïîëüçóÿ òåðìèí Âåðøèêà�
Ãåëüôàíäà�Ãðàåâà, êàíîíè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû G. Îíè äåéñòâóþò â ôóíêöèÿõ íà
Ω.

Ñåðèÿ ïðåäñòàâëåíèé R̃λ îáëàäàåò ñïëåòàþùèì îïåðàòîðîì B̃λ: îí ñïëåòàåò ïðåäñòàâëåíèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà λ è λ∗ = N − λ, ãäå N � íåêîòîðîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò Ω. Êîìïîçèöèÿ
ýòîãî îïåðàòîðà è èíâîëþöèè, âûäåëÿþùåé ãðóïïó G â G̃, ïîðîæäàåò íåêîòîðûé îïåðàòîð Qλ,
êîòîðûé èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî âñåé òåîðèè. Ìû íàçûâàåì ýòîò îïåðàòîð Qλ ïðåîáðàçîâàíèåì
Áåðåçèíà. Îí ñïëåòàåò êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λ è λ∗ è ïîðîæäàåò ïîëóòîðà-
ëèíåéíóþ ôîðìó (ôîðìó Áåðåçèíà).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîîáðàçèå Ω íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ãðóïïû G, ýòà ãðóïïà
èìååò íåñêîëüêî îðáèò íà Ω. Îòêðûòûå G-îðáèòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîñòûìè ñèììåòðè÷åñêèìè
ïðîñòðàíñòâàìè G/Hi. Îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåèçîìîðôíûìè. Ìíîãîîáðàçèå Ω åñòü çàìûêàíèå
îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ G-îðáèò.

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ Rλ ïîðîæäàþò ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî � ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãðóïïû G, ñâÿçàííûå ñ ãðàíèöàìè îòêðûòûõ G-îðáèò G/Hi, ýòè ãðàíèöû ñîñòîÿò èç G-îðáèò
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà òèïà: ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî
òèïà äåéñòâóþò â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà îáúåäèíåíèè S ãðàíèö, ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äðóãîãî òèïà äåéñòâóþò â ñòðóÿõ, òðàíñâåðñàëüíûõ ê S (â êîýôôèöèåíòàõ ðÿäîâ Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì "ðàññòîÿíèÿ" äî ãðàíèöû). Ýòè äâà òèïà äâîéñòâåííû äðóã äðóãó. Ïîÿâëåíèå ãðà-
íè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâÿçàíî êàê ðàç ñ øèðîêîé òðàêòîâêîé ïîíÿòèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðåñíû êàê ñàìè ïî ñåáå (âîîáùå, èçó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé â
îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ, � îäíà èç ñàìûõ "ãîðÿ÷èõ òåì"è
èíòðèãóþùèõ çàäà÷ â íåêîììóòàòèâíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå), òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçëî-
æåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, îíè "ñêëåèâàþò" ïðåäñòàâëåíèÿ íà îòäåëüíûõ îòêðûòûõ
G-îðáèòàõ.

Íàðÿäó ñ óêàçàííûì ïîíÿòèåì êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî
äðóãóþ åãî âåðñèþ: îãðàíè÷åíèå êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé â ïåðâîì ñìûñëå íà êàêóþ-íèáóäü
îäíó G-îðáèòó G/H â Ω. Îáà âàðèàíòà âçàèìîñâÿçàíû è äîëæíû áûòü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ. Íî
ïåðâûé èç íèõ ïðèâîäèò ê áîëåå åñòåñòâåííîé è ïðîçðà÷íîé òåîðèè. Íàïðèìåð, â ïåðâîì âàðèàíòå
ëåãêî íàïèñàòü îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ïðåîáðàçîâàíèþ Áåðåçèíà, à âî âòîðîì � ýòî âåñüìà òðóäíàÿ
çàäà÷à.

Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà G/H, ó÷àñòâóþùèå â òåîðèè, ýòî � ñèììåòðè÷åñêèå ïîëóïðîñòûå
ïðîñòðàíñòâà. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò îáøèðíûé è êðàéíå âàæíûé êëàññ îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Åãî ïîäêëàññ, ñîñòîÿùèé èç ðèìàíîâûõ ïîëóïðîñòûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (çäåñü èí-
âàðèàíòíàÿ ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà), áîëåå ïðîñò â èçó÷åíèè. Ïðè ïåðåõîäå îò ðè-
ìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ê ïñåâäî-ðèìàíîâûì ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì (çäåñü èíâàðèàíòíàÿ
ìåòðèêà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé) òðóäíîñòè â èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ðåçêî
âîçðàñòàþò. Ïîýòîìó íàèáîëåå èíòåðåñíûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ èìåííî ê ïñåâäî-ðèìàíîâûì ïðî-
ñòðàíñòâàì. Èìåííî èõ ìû ïî ïðåèìóùåñòâó è ðàññìàòðèâàåì.

Ñðåäè âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëóïðîñòûõ ïðîñòðàíñòâ G/H (êàê ðèìàíîâûõ, òàê è ïñåâäî-
ðèìàíîâûõ) îñîáóþ ðîëü èãðàåò ïîäêëàññ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Â
÷àñòíîñòè, íà ïðîñòðàíñòâàõ ýòîãî êëàññà ñòðîèòñÿ êâàíòîâàíèå â ñìûñëå Áåðåçèíà. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ýòîò ïîäêëàññ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîäñåìåéñòâà:

à) ýðìèòîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
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á) ïîëóêýëåðîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
â) ïàðà-ýðìèòîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà;
ã) êîìïëåêñèôèêàöèè ýðìèòîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðîñòðàíñòâà ñåìåéñòâà à) � ðèìàíîâû, ïðîñòðàíñòâà îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ � ïñåâäî-ðèìàíîâû.

Ïðîèçâîëüíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ èç óêàçàí-
íûõ ÷åòûðåõ êëàññîâ.

Ïîìèìî ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âàæíûé êëàññ îáðàçóþò ãèïåðáîëè-
÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà � âåùåñòâåííûå (ãèïåðáîëîèäû), êîìïëåêñíûå, êâàòåðíèîííûå è îêòàâíîå.
Êîìïëåêñíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîëóêýëåðîâûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè.

Îñíîâíûå çàäà÷è ýòîé òåîðèè � ýòî ðàçëîæåíèå êàíîíè÷åñêèõ è ãðàíè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé íà
íåïðèâîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå, âûðàæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðåçèíà ÷åðåç îïåðàòîðû Ëàïëàñà,
ðàçëîæåíèå è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôîðìû Áåðåçèíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
à) ìíîãîîáðàçèå Ω � åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn−1 ðàçìåðíîñòè n − 1 â Rn, ãðóïïà G � ïñåâäî-

îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO0(p, q), p + q = n, íàäãðóïïà G̃ � ãðóïïà SL(n,R), îòêðûòûå îðáèòû �
ãèïåðáîëîèäû;

á) ìíîãîîáðàçèå Ω � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñôåð Sp × Sq−1 â Rn+1, p + q = n, ãðóïïà G �
ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO0(p, q), p + q = n, íàäãðóïïà G̃ � ãðóïïà SO0(p + 1, q), îòêðûòûå
îðáèòû � ãèïåðáîëîèäû;

â) ìíîãîîáðàçèå Ω � ñôåðà S2n−2 â Cn, ãðóïïà G � ïñåâäî-óíèòàðíàÿ ãðóïïà SU(n − 1, 1),
p + q = n, íàäãðóïïà G̃ � ãðóïïà SL(n,C), îòêðûòûå îðáèòû � êîìïëåêñíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà;

ã) ìíîãîîáðàçèå Ω � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñôåð Sn−1 × Sn−1 â Rn ×Rn, ãðóïïà G � ãðóïïà
SL(n,R), íàäãðóïïà G̃ � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû G, îòêðûòûå îðáèòû �
ïàðà-ýðìèòîâû ïðîñòðàíñòâà ðàíãà îäèí.

Abstract: an outline of a new theory is given: canonical representations on �ag manifolds of an overgroup.
Keywords: symmetric spaces; �ag manifolds; canonical representations; boundary representations; Berezin

transform.
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