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ЛОМАНЫЕ ЭЙЛЕРА В СИСТЕМАХ КАРАТЕОДОРИ 1

c© Д.В. Хлопин

Известно [1], что в динамических системах с непрерывной правой частью некоторые
решения могут получены как пределы ломаных Эйлера, мелкость разбиений которых стре-
мится к нулю. В случае единственности ломаные Эйлера сходятся к единственному реше-
нию, получены при достаточно общем признаке единственности и соответствующие оценки
сходимости [2]. Для измеримой правой части исследовались [3] всевозможные пределы по-
следовательностей ломаных Эйлера, вмещающее их дифференциальное включение можно
получить также из [4, Теорема 1.1.3].

В данной работе описываются условия, при которых ломаные Эйлера сходятся к пучку
решений системы. Использующаяся для этого в непрерывном случае мелкость разбиений
не применима для измеримой правой части. Действительно, можно показать (см. [5]), что в
случае измеримой правой части существует такой класс эквивалентных (по Борелю) изме-
римых функций, для которого, при любой правой части из этого класса эквивалентности,
малая мелкость разбиения не гарантирует близость соответствующей ломаной Эйлера к
пучку решений системы, даже если все моменты разбиений взяты среди точек Лебега (или
моментов непрерывности) правой части.

Вместо мелкости по заданной правой части и компакту содержащему все траектории
системы, на множестве всевозможных разбиений отрезка времени строится метрика (мно-
жество разбиений оснащалось достаточно сложной топологией, например, в [6]).

Пусть дана удовлетворяющая условиям Каратеодори [7] система

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (1)
1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №06-01-00414, №07-01-96088).
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функционирующая в m-мерном фазовом пространстве Rm на конечном промежутке
I0
4
=[t0, T ] (t0 < T ). Пусть D — всевозможные конечные множества из I0 со свойством

t0, T ∈ I0.

Определим для каждого ∆ ∈ D ∪ {I0} свою функцию «ближайший слева» по правилу:

τ∗∆(t) = max{τ | τ ∈ ∆, τ 6 t}, ∀t ∈ I0.

Теперь для всякого ∆ ∈ D соответствующая ему ломаная Эйлера ξ∆ ∈ Cm(I0) есть
единственное решение уравнения:

ξ̇∆ = f
(
τ∗∆(t), ξ∆(τ∗∆(t))

)
, ξ∆(t0) = x0.

Зафиксируем некоторый компакт Ψ ⊂ Cm(I0). Введем для правой части системы (1) и
компакта Ψ псевдометрику %∗Ψ и метрику %Ψ по правилу: для всех ∆1,∆2 ∈ D ∪ {I0}

%∗Ψ(∆1, ∆2)
4
=

∫

I0

max
x∈Ψ

||f(
τ∗∆1

(t), x(τ∗∆1
(t))

)− f
(
τ∗∆2

(t), x(τ∗∆2
(t))

)||mdt,

%Ψ(∆1, ∆2)
4
=max

(
%∗Ψ(∆1, ∆2),max

t∈I0
|τ∗∆1

(t)− τ∗∆2
(t)|).

Можно показать, что для всех ε > 0 найдется ∆ ∈ D со свойством %Ψ(∆, I0) < ε.

Можно заметить, что в случае непрерывной правой части (1) для всякой последователь-
ности (∆i)i∈N ∈ DN сходимость их мелкости к нулю эквивалентна сходимости последова-
тельности (∆i)i∈N (по метрике %Ψ) к I0.

Т е о р е м а 1. Пусть для некоторого компакта K0 ⊂ Rm всякое локальное право-
стороннее решение системы (1) продолжимо до решения из Φ ∈ C(I0,K0), а правая часть
системы (1) ограничена на K0) по модулю некоторой константой. Тогда можно подо-
брать такой компакт Ψ ⊂ Cm(I0), что для любого ε > 0 найдется такое d > 0, что для
всякого ∆ ∈ D, %Ψ(∆, I0) 6 d существует некоторое решение x ∈ Φ со свойством

||x− ξ∆||Cm(I0) < ε.

Такой результат имеет место и для неограниченной правой части, но %Ψ строится по
вспомогательной к (1) системе, а в качестве Ψ берется Ψ ⊂ Cm+2(I0).

Т е о р е м а 2. Пусть для некоторого компакта K0 ⊂ Rm всякое локальное право-
стороннее решение системы (1) продолжимо до решения из Φ ∈ C(I0,K0) и правая часть
системы (1) удовлетворяет условию [7, (1.1.18)] (равностепенная непрерывность по фазо-
вой переменной). Тогда можно подобрать такой компакт Ψ ⊂ Cm+2(I0), что для любого
ε > 0 найдется такое d > 0, что для всякого ∆ ∈ D, %Ψ(∆, I0) 6 d существует некоторое
решение x ∈ Φ со свойством ||x− ξ∆||Cm(I0) < ε.

Теперь можно перенести [1, упражнение 2.2.1] на случай измеримой правой части.
С л е д с т в и е 1. Если правая часть системы (1) ограничена или удовлетворя-

ет условию [7, (1.1.18)], и θ ∈]t0, T ] таково, что не существует локального решения си-
стемы (1), непродолжимого до θ включительно, то существует такая последователь-
ность разбиений (∆i)i∈N ∈ DN, что (равномерный на [t0, η]) предел ломаных Эйлера
(ξ∆i)i∈N ∈ Cm([t0, θ])N есть решение системы (1) на [t0, η].
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

С МНОГОЗНАЧНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ В ОБРАТНОЙ СВЯЗИ 1

c© В. З. Цалюк

Рассматривается функционально-дифференциальная система

ẋ(t) =

t∫

0

dsA(t, s) x(s) + Bx(t) + f(t). (1)

Здесь ядро A : ∆ def= {(t, s) : t ∈ [0, ∞), s ∈ [0, t]} → Rn×n удовлетворяет стандартному
условию (R) [1, 2] и описывает управляемый объект. Член Bx(t) отвечает за действие
линейной обратной связи.

Кроме того,
∃δA > 0 : A(t, s) = 0 при s < t− δA,

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №03-01-00255 и №06-01-00744).
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