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ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÃÐÓÏÏÛ ËÎÐÅÍÖÀ
ÍÀ ÑÔÅÐÅ

c© À.À. Àðòåìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ; ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà; ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçè-
íà.

Àííîòàöèÿ: Îáîáùåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà G = SO0(1, n−1) äåéñòâóåò íà åäèíè÷íîé ñôåðå âRn ñ íàä-
ãðóïïîé SL(n,R). Ýòî äåéñòâèå èìååò 3 îòêðûòûõ îðáèòû. Ìû ðàçëàãàåì íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû
êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ Rλ,ν , λ∈C, ν = 0, 1, ãðóïïû G è ðàçëàãàåì ñîïóòñòâóþùóþ ôîðìó Áåðåçèíà.

Âîçüìåì â ïðîñòðàíñòâå Rn, n > 4, áèëèíåéíóþ ôîðìó

[x, y] = −x1y1 + x2y2 + ... + xnyn.

Ãðóïïà G = SO0(1, n− 1) ñîõðàíÿåò ýòó ôîðìó. Â êà÷åñòâå íàäãðóïïû äëÿ G ìû âîçüìåì ãðóïïó
G̃ = SL(n,R). Îáîçíà÷èì ÷åðåç |x| åâêëèäîâó íîðìó â Rn. Ïóñòü Ω � ñôåðà |x| = 1, ïóñòü S �
ñå÷åíèå êîíóñà [x, x] = 0 ïëîñêîñòüþ x1 = 1, îíî åñòü ñôåðà â Rn−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈f, h〉Ω è
〈ψ,ϕ〉S ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî åâêëèäîâûì ìåðàì du è ds íà Ω è S, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ Rλ,ν , λ∈C, ν = 0, 1, ãðóïïû G ìû îïðåäåëÿåì êàê îãðàíè÷åíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ìàêñèìàëüíîé âûðîæäåííîé ñåðèè íàäãðóïïû G̃ íà ãðóïïó G. Îíè äåéñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâå Dν(Ω) ôóíêöèé íà Ω êëàññà C∞ è ÷åòíîñòè ν:

(
Rλ,ν(g)f

)
(u) = f

( ug

|ug|
)
|ug|−λ−n, g ∈ G.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Áåðåçèíà íàçîâåì îïåðàòîð Qλ,ν â Dν(Ω), çàäàâàåìûé ôîðìóëîé
(
Qλ,νf

)
(u) = c(λ, ν)

∫

Ω
[u, v]λ,ν f(v) dv,

ãäå c(λ, ν) � íåêîòîðûé ìíîæèòåëü, ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå tλ,ν = |t|λsgnνt. Îí ñïëåòàåò Rλ,ν ñ
R−λ−n,ν . Êîìïîçèöèÿ Q−λ−n,ν Qλ,ν åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïðåäñòàâëåíèå Rλ,ν è îïåðàòîð
Qλ,ν ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà ïðîñòðàíñòâî D′ν(Ω) îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà Ω ÷åòíîñòè ν.
Íàçîâåì ôîðìîé Áåðåçèíà ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó (f, h)λ,ν = 〈Qλ,νf, h〉Ω.

Ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ, σ ∈ C, ãðóïïû G, ó÷àñòâóþùèå â ðàçëîæåíèè êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëå-
íèé, äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå D(S) = C∞(S):

(
Tσ(g)ϕ

)
(s) = ϕ

( sg

(sg)1

)
(sg)σ

1 .

Îáîçíà÷èì Ω± = {±[u, u] > 0}. Äåéñòâèå u 7→ ug/|ug| ãðóïïû G íà Ω íå òðàíçèòèâíî. Îíî
èìååò 3 îòêðûòûå îðáèòû: Ω+ è Ω− ∩ {±u1 > 0}.

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà è Ôóðüå:
(
P±

λ,ν,σϕ
)
(u) = [u, u](−λ−n−σ)/2

±

∫

S
[u, s]σ,νϕ(s) ds,

(
F±

λ,ν,σf
)
(s) =

∫

Ω
[u, u](λ−σ)/2

± [u, s]σ,ν f(u) du.
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Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïëåòàþò T2−n−σ ñ Rλ,ν è Rλ,ν ñ Tσ, ñîîòâåòñòâåííî. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà:

Qλ,ν Pα
λ,ν,σ =

∑

β

Λαβ(λ, ν, σ) P β
−λ−n,ν,σ,

ãäå α, β ∈ {−,+}. Ìàòðèöà Λ = (Λα,β) åñòü ñâîåãî ðîäà "ñîáñòâåííîå ÷èñëî" ïðåîáðàçîâàíèÿ
Áåðåçèíà.

Êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Rλ,ν ïîðîæäàåò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ Lλ è Mλ, ñâÿçàííûõ ñ ãðàíè-
öåé Ω0 = {[u, u] = 0} îòêðûòûõ îðáèò. Ïåðâîå èç íèõ äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå Σ(Ω) îáîáùåííûõ
ôóíêöèé ÷åòíîñòè ν, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà Ω0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σk(Ω), k ∈ N, åãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, íàòÿíóòîå íà δ(m)(a), a = [u, u], m = 0, 1, . . . , k. Âòîðîå � â ìíîãî÷ëåíàõ Òåéëîðà (ñòðóÿõ)
îò a ôóíêöèé f ∈ Dν(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç cm è c∗m êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèé f(u) è
(1 + a)(n−3)/2 (1− a)−1/2 f(u). Ýòî � ôóíêöèè èç D(S).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà è Ôóðüå ìåðîìîðôíî çàâèñÿò îò σ, èõ ïîëþñû ðàñïîëàãàþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî â òî÷êàõ λ−2k, 2−n−λ+2l è −λ−n−2k, λ+2+2l, ãäå k, l ∈ N. Ïîëþñû ïðîñòûå,
åñëè ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïóñòü λ � îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Âû÷åòû P̂±
λ,ν,µ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà â ïîëþñàõ µ ÿâëÿþòñÿ

îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè èç Dν(S) â Σ(Ω). Íàïðèìåð, P̂±
λ,ν,λ−2k(ϕ) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ

åñòü

ξλ,k(ϕ) =
k∑

r=0

(−1)r k!
(k − r)!

Wλ−2k,r(ϕ) δ(k−r)(a),

ãäå Wσ,m � íåêîòîðûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Áåëü-
òðàìè ∆S íà S ñòåïåíè m); â ÷àñòíîñòè, ξλ,0(ϕ) = ϕδ(a). Îí ñïëåòàåò ïðåäñòàâëåíèå T2−n−λ+2k ñ
ïðåäñòàâëåíèåì Lλ.

Âû÷åòû F̂±
λ,ν,µ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè îïåðàòîðàìè. Íàïðèìåð,

F̂±
λ,ν,−λ−n−2k(ϕ) åñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ îïåðàòîð

bλ,k(f) =
k∑

r=0

W−λ−n−2k,r(c∗k−r).

Äëÿ λ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðàíè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ Lλ è Mλ äèàãîíàëèçóåìû ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðîâ ξλ,k è bλ,k, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàçëîæåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðîâåäåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ: λ ëåæèò â ïîëîñàõ
Ik : (−n− 2)/2 < Re λ− 2k < (2− n)/2, k ∈ Z.

Ïðè λ ∈ I0 ôîðìóëà îáðàùåíèÿ è ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ôîðìû Áåðåçèíà ïîëó÷àþòñÿ
ñêëàäûâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ãèïåðáîëîèäîâ [x, x] = 1 è [x, x] = −1 (ñ ìåðàìè
Ïëàíøåðåëÿ ω), à èìåííî,

f =
∫

ω(σ)
{
P−

λ,ν,2−n−σ F−
λ,ν,σf + P+

λ,ν,2−n−σ F+
λ,ν,σf

}
dρ +

+
∑

ω(d)
r P̃+

λ,ν,2−n−r F̃+
λ,ν,rf, (1)

(f, h)λ,ν =
∫

ω(σ)
∑

α,β

Λα,β(λ, ν, 2− n− σ) 〈Fα
λ,ν,σf, F β

λ,ν,2−n−σ
h〉S dρ +

+
∑

ω(d)
r Λ++(λ, ν, 2− n− r) 〈F̃+

λ,ν,rf, F̃+
λ,ν,2−n−rh〉S , (2)

ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî ρ∈R ñ σ = (2−n)/2+ iρ, ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî öåëûì r > (2−n)/2
òàêèì, ÷òî r≡ν + 1 (mod 2), âîëíà îçíà÷àåò íåêîòîðóþ íîðìàëèçàöèþ, α, β ∈ {−, +}.
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Äëÿ λ èç ïîëîñû Ik+1, k ∈ N, ìû ïðîäîëæàåì ðàçëîæåíèÿ (1) è (2) àíàëèòè÷åñêè ïî λ â
ýòó ïîëîñó. Ïðè ýòîì ïîëþñû σ = λ − 2m è σ = 2 − n − λ + 2m, m = 0, 1, ..., k, ïîäèíòåãðàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ ïåðåñåêàþò ëèíèþ èíòåãðèðîâàíèÿ � ïðÿìóþ Reσ = (2 − n)/2 � è äàþò k + 1
äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ìû ïîëó÷èì:

f =
∫

+
∑

+
k∑

m=0

πλ,ν,m(f), (3)

ãäå èíòåãðàë è ðÿä îçíà÷àþò òî æå, ÷òî è â (1), è

πλ,ν,m(f) = −4π ω(λ−2m)
∑
α

{
P̂α

λ,ν,2−n−λ+2mFα
λ,ν,λ−2mf

}
,

îïåðàòîðû πλ,ν,m ïðîåêòèðóþò íà ïðîñòðàíñòâà Σm(Ω) è îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû Áå-
ðåçèíà. Ïðîäîëæåíèå ôîðìóëû (2) åñòü "òåîðåìà Ïèôàãîðà" äëÿ ðàçëîæåíèÿ (3).

Èòàê, äëÿ λ èç ïîëîñû Ik+1, k ∈ N, ê ïðîñòðàíñòâó Dν(Ω) íóæíî äîáàâèòü ïðîñòðàíñòâî
Σ(ν)

k (Ω). Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèå Rλ,ν ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ: ïåð-
âîå ðàçëàãàåòñÿ êàê Rλ,ν äëÿ ïîëîñû I0, âòîðîå ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó k+1 íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé T2−n−λ+2m, m = 0, 1, ..., k. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (3) è ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ
äëÿ ôîðìû Áåðåçèíà.

Äëÿ λ èç ïîëîñû I−k−1, k ∈ N, ìû ïðîäîëæàåì ðàçëîæåíèÿ (1) è (2) àíàëèòè÷åñêè ïî λ â ýòó
ïîëîñó. Çäåñü ïîëþñû σ = λ+2+2m è σ = −λ−n−2m, m = 0, 1, ..., k, ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
(ýòî � ïîëþñû ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå F±

λ,ν,σ) äàþò äîáàâî÷íûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè:

f =
∫

+
∑

+
k∑

m=0

Πλ,ν,m(f), (4)

ãäå èíòåãðàë è ðÿä îçíà÷àþò òî æå, ÷òî è â (1), è

Πλ,ν,m(f) = −4π ω(λ + 2 + 2m)
∑
α

Pα
λ,ν,−λ−n−2mF̂α

λ,ν,λ+2+2mf,

îïåðàòîðû Πλ,ν,m, m 6 k, � ïðîåêöèîííûå, îðòîãîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî ôîðìû Áåðåçèíà. Èõ
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðîñòðàíñòâî T k

ν (Ω), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f êëàññà C∞ íà êàæäîé
G-îðáèòå è ÷åòíîñòè ν è èìåþùèõ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïîðÿäêà k: f(u) = c0 + c1a + · · ·+ cka

k +
+ o(ak).

Ïðè ïðîäîëæåíèè ðàçëîæåíèÿ (2) óêàçàííûå âûøå ïîëþñû ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îêà-
çûâàþòñÿ ïîëþñàìè îáîèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, òàê ÷òî êàæäîå èç ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ (α, β ∈
∈ {+,−}) èìååò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ê ñ÷àñòüþ, âñÿ ñóììà ýòèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ èìååò
ïîëþñ òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñòàðøèå ëîðàíîâñêèå êîýôôèöèåíòû âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ) è
âû÷åò ïîëó÷àåòñÿ â îáîçðèìîì âèäå. Ïðîäîëæåíèå ôîðìóëû (2) åñòü "òåîðåìà Ïèôàãîðà" äëÿ
ðàçëîæåíèÿ (4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ λ èç ïîëîñû I−k−1, k ∈ N, ïðåäñòàâëåíèå Rλ,ν , ðàññìàòðèâàåìîå íà ïðî-
ñòðàíñòâå T ν

k (Ω), ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå äåéñòâóåò íà ïîäïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èõ êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà cm ðàâíû íóëþ äëÿ m 6 k, è ðàçëàãàåòñÿ êàê
ïðåäñòàâëåíèå Rλ,ν äëÿ ïîëîñû I0, âòîðîå ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé T−λ−n−2m, m 6 k. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ (4) è "ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ" äëÿ
ôîðìû Áåðåçèíà.

Abstract: The generalized Lorentz group G = SO0(1, n−1) acts on the unit sphere inRn with an overgroup
SL(n,R). This action has 3 open orbits. We decompose the canonical representations Rλ,ν , λ∈C, ν = 0, 1, of
the group G into irreducible constituents and decompose the accompanying Berezin form.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ ÍÀ
ÌÍÎÃÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÍÎÌ ÊËÀÑÒÅÐÅ 1

c© À.À. Áåòèí

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàëëåëüíûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì; ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà; äåòåðìèíàíòíûå
òîæäåñòâà.

Àííîòàöèÿ: Ïðåäëàãàåòñÿ ïàðàëëåëüíûé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðè-
öû. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà êëàñòåðå ÌÑÖ ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõ, ïëîòíîñòè ìàòðèö
äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.

Çàäà÷à îáðàùåíèÿ ïëîòíûõ è ðàçðåæåííûõ ìàòðèö � îäíà èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ çàäà÷
ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ñ ðîñòîì ðàçìåðîâ ìàòðèö íàêîïëåíèå îøèáîê òîæå
ðàñòåò, è äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ýòà ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ êàòàñòðîôè÷åñêîé.

Ìîùíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿþò ñåãîäíÿ ïîäîéòè ê ïðîáëåìå íà-
êîïëåíèÿ îøèáîê ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ìîæíî ñòðîèòü ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ñ òî÷íûìè âû-
÷èñëåíèÿìè. Òàêæå êàê â ÷èñëîâûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìàõ, ïðåèìóùåñòâî áóäåò ó áëî÷íûõ,
ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ âûáîðêà âåäóùåãî ýëåìåíòà íà êàæäîì øàãå.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè îá-
ðàòíîé ìàòðèöû. Åñëè A =

(
A C
B D

)
� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà è A åå îáðàòèìûé áëîê, òî ìîæíî

ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè åå îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1 [1]:
[

(I −A−1C
0 I

] [
I 0
0 (D −BA−1C)−1

] [
I 0
−B I

] [
A−1 0
0 I

]
.

Ïðèìåíåíèå äåòåðìèíàíòíûõ òîæäåñòâ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó ñ ïî-
ìîùüþ àíàëîãè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû [2].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû "Ðàçâèòèå ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû"(ïðîåêò 2.1.1/1853) è
Òåìïëàíà 1.12.09.
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