
Вестник ТГУ, т. 12, вып. 4, 2007

ν(t) = Hα(t, 0, 0), ψ0(t) = −α,
ψ(t) = Hαy(t, 0, 0), σ(t) = Hαyy(t, 0, 0).

Производные в последних равенствах заменяются разностными аналогами, находятся
матричные функции Nα(t), Mα(t), Pα(t), с помощью которых управление (в форме синтеза)
для задачи (2) записывается в следующем виде:

vII(t, y) = −N−1
α (t)

(
Mα(t) + P T

α (t)y
)
.

3. Если t > tI , то осуществляется переход на второй шаг алгоритма, иначе полагается

uII(t, x) = vII(t, x− xI(t)) + uI(t), t ∈ T \ {tF }.

С помощью уравнений исходной системы находится соответствующий искомый элемент
mII =

(
xII(t), uII(t)

)
.

Метод был успешно применен для практической реализации скользящих режимов и
для определения границы опасной зоны и управления вертолетом при посадке в нештатной
ситуации.
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СПЕЦИАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА МОНОДРОМИИ
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 1
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Рассмотрим линейную периодическую систему дифференциальных уравнений с после-
действием

d x(t)
d t

=

0∫

−r

d η(t, s) x(t + s), t ∈ R+ = (0,+∞), (1)

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №06-01-00399) и Программы фундаментальных ис-
следований Президиума РАН №13 «Математические методы в нелинейной динамике».
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где x : [−r, +∞) → Rn, матричная функция η периодична по первому аргументу, с периодом
ω, 0 < r 6 ω, η(·, 0) = 0. Полагаем, что функция η измерима по Лебегу на множестве
[0, ω]× [−r, 0], при фиксированном t ∈ [0, ω] функция η(t, ·) имеет ограниченную вариацию
на [0, ω] и V ar[−r, 0]η(t, ·), t ∈ [0, ω], является интегрируемой по Лебегу функцией на [0, ω].

При указанных выше условиях система дифференциальных уравнений (1) для началь-
ного момента t0 = 0 и произвольной начальной функции ϕ ∈ C([−r, 0], Rn) имеет единствен-
ное решение x(·, ϕ) : [−r, +∞) → Rn, удовлетворяющее начальному условию x(s, ϕ) = ϕ(s)
при s ∈ [−r, 0]. При описании качественного поведения системы (1), следуя Н. Н. Красовско-
му, будем использовать функциональное пространство состояний C([−r, 0], Rn), выбирая в
качестве элементов решения функции xt(ϑ, ϕ) = x(t + ϑ, ϕ), ϑ ∈ [−r, 0], t > 0 [1]. Устойчи-
вость решений рассматриваемой системы с последействием можно описывать в терминах
спектра линейного вполне непрерывного оператора монодромии [2], действующего в про-
странстве C([−r, 0], Rn) и определяемого формулой Uϕ = xω(·, ϕ). Заменим пространство
C([−r, 0], Rn) сепарабельным гильбертовым пространством состояний H([−r, 0], Rn) со ска-
лярным произведением, определяемым формулой (ϕ, ψ) = ψτ (0)ϕ(0) +

∫ 0
−r ψτ (s) ϕ(s) ds.

Пусть матричная функция

P (t, s) , ∂

∂s

t∫

s

η(ξ s− ξ) dξ, t > s > −r,

удовлетворяет условию vrai sup
s∈[−r, t]

|P (·, s)| ∈ Lloc∞ (0, +∞). Тогда оператор U допускает не-

прерывное расширение на пространство H([−r, 0], Rn), с сохранением вполне непрерывно-
сти [3]. Расширение оператора монодромии на пространство H([−r, 0], Rn) определяется
формулой

(Uϕ)(ϑ) = T (ϑ) ϕ(0) +

0∫

−r

S(ϑ, s) ϕ(s) ds, ϑ ∈ [−r, 0].

Здесь T (·) ∈ Lloc∞ (−r, 0), vrai sup
s∈[−r, 0)

S(·, s) ∈ Lloc∞ (−r, 0).

Нас интересует возможность представления

U = K + V (2)

оператора монодромии, в котором K : H([−r, 0], Rn) → H([−r, 0], Rn) — конечномерный
оператор, V : H([−r, 0], Rn) → H([−r, 0], Rn) — вольтерровый оператор. Наличие такого
представления позволяет использовать итерационную процедуру при нахождении целой
функции, определяющей характеристическое уравнение оператора монодромии [4].

Представление (2) имеет место для периодических систем (1), порождаемых дискрет-
ной мерой η, которой соответствует система дифференциальных уравнений с постоянными
запаздываниями, когда они рационально соизмеримы с периодом коэфффициентов. Для
систем с переменными кусочно постоянными запаздываниями такое представление имеет
место, если все значения запаздываний рационально соизмеримы с периодом. В работе [5]
показано, что для кусочно постоянных запаздываний требование рациональной соизмери-
мости их значений можно ослабить. Для систем с переменным запаздыванием достаточные
условия существования представления (2) получены в [6]. Если переменное запаздывание
порождает диффеоморфизм окружности, то для существования рассматриваемого пред-
ставления достаточно, чтобы число вращения диффеоморфизма было рациональным [7].
При нахождении условий существования представления (2), в случае абсолютно непрерыв-
ной меры η используются результаты работы [8].
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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧАХ
ИМПУЛЬСНОГО УПРАВЛЕНИЯ 1
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Рассматриваются достаточные условия оптимальности для некласических задач дина-
мической оптимизации, в которых управлениями являются векторные меры, а траектория-
ми — функции ограниченной вариации. Предлагаемый подход базируется на использовании
семейства решений неравенства Гамильтона-Якоби (в частности, соответствующего урав-
нения) и развивает идеи, изложенные в [1, 2] приминительно к класическим задачам опти-
мального управления. Заметим, что этот подход можно рассматривать как существенную
модификацию известных достаточных условий оптимальности В.Ф. Кротова.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №07-01-00741, №05-01-00187).
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