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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧАХ
ИМПУЛЬСНОГО УПРАВЛЕНИЯ 1

c© В.А. Дыхта

Рассматриваются достаточные условия оптимальности для некласических задач дина-
мической оптимизации, в которых управлениями являются векторные меры, а траектория-
ми — функции ограниченной вариации. Предлагаемый подход базируется на использовании
семейства решений неравенства Гамильтона-Якоби (в частности, соответствующего урав-
нения) и развивает идеи, изложенные в [1, 2] приминительно к класическим задачам опти-
мального управления. Заметим, что этот подход можно рассматривать как существенную
модификацию известных достаточных условий оптимальности В.Ф. Кротова.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №07-01-00741, №05-01-00187).
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Суть подхода изложим для следующего варианта задачи оптимального управления ги-
бридной системой (или задачи оптимизации мультипроцессов):





J(σ) = l(q) → min, q ∈ C,

ẋi = f i(t, xi, ui), ui(t) ∈ U i,

t ∈ ∆i = [ti0, t
i
1], i = 1, k.

(1)

Здесь

q =

({
ti0, ti1, xi

(
ti0

)
, xi

(
ti1

)}
, i = 1, k

)
— концевой мультивектор,

σ =

({(
xi(t), ui(t)| t ∈ ∆i

)}
, i = 1, k

)
— мультипроцесс,

состоящий из последовательности процессов подсистем, C, U i — множества в соответству-
ющих пространствах, dimxi = ni, dim ui = mi, l — скалярная функция.

К дискретно-непрерывной задаче (1) сводятся многие задачи импульсного управления
[3], хотя она представляет и самостоятельный интерес.

Пусть σ =

({(
xi(t), ui(t)| t ∈ ∆i = [ti0, t

i
1]

)}
, i = 1, k

)
— мультипроцесс, исследуемый

на оптимальность, Gi — открытое множество в пространстве (t, xi), содержащее график
троектории xi(t) (i = 1, k). Положив G = G1 × ... × Gk, обозначим через P (G) сужение
задачи (1) на множество G, получающееся добавлением ограничений (t, xi(t)) ∈ Gi для
любого t ∈ ∆i, i = 1, k. По определению считаем, что σ — точка сильного минимума в
задаче (1), если существует такое открытое множество G (описаной структуры), что σ
является точкой глобального минимума в задаче P (G).

Неравенство Гамильтона-Якоби для i-ой подсистемы на множестве Gi определим в виде

sup
ui∈U i

D+ϕi

(
t, xi;

(
1, f i

(
t, xi, ui

)))
6 0 ∀(t, xi) ∈ Gi, (2)

где D+ϕi(z; v) означает верхнюю производную Дини функции ϕ(t, z) по направлению v.
Решением неравенства (2) будем считать любую функцию ϕi : Gi −→ R, локально липши-
цевую по xi на Gi, и такую, что на любом ограниченном множестве Bi ⊂ Gi выполняется
условие

[
(t1, xi) ∈ Bi, (t2, xi) ∈ B, t2 > t1

]
=⇒ ϕi(t2, xi)− ϕi(t1, xi) 6 gi(t2)− g(t1),

где gi(t) — некоторая абсолютно непрерывная функция. В этом случае неравенство (2)
гарантирует монотонное невозрастание ϕi вдоль любой траектории xi(t) с графиком из Gi.

Пусть Φ(G) — произвольное множество решений (ϕi, ..., ϕk) системы неравенств (2) на
некотором открытом множестве G. Определим с ее помощью следующую конечномерную
задачу EP

(
Φ(G)

)
:

l(q) −→ min, q ∈ C, (ti0, x
i
0; t

i
1, x

i
1) ∈ Gi ×Gi, ϕi(ti1, x

i
1)− ϕi(ti0, x

i
0) 6 0 ∀i = 1, k, ∀ ϕ ∈ Φ.

Т е о р е м а. Пусть для мультипроцесса σ существует такое множество
Φ(G) решений неравенства Гамильтона-Якоби, что концевой мультивектор

q =

({
ti0, x(ti0), t

i
1, t

i
1, x(ti1)

})
является точкой глобального минимума в задаче EP

(
Φ(G)

)
.

Тогда σ — точка глобального минимума в задаче P (G) и, следовательно, точка сильного
минимума в задаче (1).
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Используя линейные (по xi) решения неравенств (2), порожденные траекториями со-
пряженной мультисистемы с подходящими свойствами, из этой теоремы можно получить
довольно общие достаточные оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина.

Реализация данного подхода к задачам импульсного управления, в которых динамика
описывается нелинейным уравнением в мерах

{
dx(t) = f

(
t, x(t)

)
dt + G

(
t, x(t)

)
µ(dt),

µ(A) ∈ K ∀ борелевского множества A ∈ R,
(3)

где K — выпуклый замкнутый конус, опирается на метод разрывной замены времени, поз-
воляющий корректно определять робастные решения системы (3), и подходящим образом
адаптированное понятие неравенства Гамильтона-Якоби, близкое к использованному в [4].
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НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ ГУМАНИЗАЦИИ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ

c© О.Л. Ефанова

До недавнего времени в системе образования доминировал знаниево-ориентированный
подход к процессу обучения. При таком подходе основной целью обучения является пере-
дача студентам определенной системы знаний, умений и навыков. Развитие способностей и
личностных качеств рассматривается как «побочный эффект» процесса усвоения знаний.
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