
ISSN 1810-0198. Âåñòíèê ÒÃÓ, ò. 14, âûï. 4, 2009

ÓÄÊ 517.98

Î ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÈÕ ÏÎÏÅÐÅ×ÍÛÕ ÊÐÈÂÛÕ Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

c© Ð.Ñ. Èñìàãèëîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà; ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà; ïðèáëèæåíèÿ; ïîïåðå÷íèêè.
Àííîòàöèÿ: Ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîëìîãîðîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ êîì-

ïàêòà â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, â ÷àñòíîñòè, âèíåðîâîé ñïèðàëè.

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ êîëìîãîðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
(âåùåñòâåííîå ëèáî êîìïëåêñíîå). Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ K ⊂ H è M ⊂ H ââåä¼ì âåëè÷èíó
d(K, M) = sup{d(x, M), x ∈ K}, ãäå d(x,M) = inf d(x, y), y ∈ M . Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò îòêëî-
íåíèåì ìíîæåñòâà K îò M. Êîëìîãîðîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà K îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
dn(K) = inf d(K, Ln) ãäå Ln ïðîáåãàåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé (ò.å. âñåõ ìíîæåñòâ
âèäà x+L0

n, ãäå L0
n åñòü n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî). Ýòî ïîíÿòèå ââåäåíî À. Í. Êîëìî-

ãîðîâûì â [1]. Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà K � êîìïàêò; â ýòîì ñëó÷àå dn(K) → 0, n →∞,
è àñèìïòîòèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {dn(K)} åñòü âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòà K. Ðàáîòà [1]
ïîëîæèëà íà÷àëî îáøèðíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé â òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êîíêðåòíûé ïðèìåð êîìïàêòà. Â âåùåñòâåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(0, 1) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W = {ft, 0 6 t 6 1}, ãäå ft åñòü èíäèêàòîð îòðåçêà
[0, t]. Åãî íàçûâàþò âèíåðîâîé ñïèðàëüþ. Ó. Ðóäèí è Ñ. Á. Ñòå÷êèí äîêàçàëè [2], ÷òî An−1/2 6
6 dn(W ) 6 Bn−1/2, ãäå 0 < A < B < ∞. Â ðàáîòå [3] àâòîð ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
dn(W ) ' π−1n−1/2.

Ïóñòü K � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå f : K → S
â åâêëèäîâî (ò.å. âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî S. ßñíî, ÷òî âåëè÷èíû dn(f(K)) íå
çàâèñÿò îò âëîæåíèÿ f . Ðàñìîòðèì òåïåðü èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå f : K → H â êîìïëåêñíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H. Ëþáîïûòíûé (õîòÿ è ïðîñòîé) ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåëè÷èíû
dn(f(K)) ìîãóò çàâèñåòü îò f . Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óêàçàí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ýòà
çàâèñèìîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé. Â ýòîé òåîðåìå H � ýòî êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, W � âèíåðîâà ñïèðàëü.

Ò å î ð å ì à. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ∈ [
√

1/2, 1] ñóùåñòâóåò òàêîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå
f : W → H, ÷òî dn(f(W )) ' cπ−1n−1/2.

Îïèñàííîå ÿâëåíèå çàñëóæèâàåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíèÿ äðóãèõ
êîìïàêòîâ). Âîò êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ïî ýòîé òåìå. Äëÿ êàêèõ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ K, âëî-
æèìûõ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, âåëè÷èíà dn(f(K)) (çäåñü f : K → H åñòü èçîìåòðè÷åñêîå
âëîæåíèå â êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H) íå çàâèñèò îò âëîæåíèÿ f?
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Abstract: we consider asymtotic behaviour of Kolmogorov n-widths for a compact in a complex Hilbert
space, in particular, for the Wiener spiral.
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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

c© Ð.È. Êàäèåâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé; ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ; ìåòîä âñïî-
ìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé.

Àííîòàöèÿ: Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû p-óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü (Ω,F , (Ft)t>0, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé; Z := col(z1, ..., zm)
� m-ìåðíûé ñåìèìàðòèíãàë íà íåì; 1 6 p < ∞; E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; ||.|| �
íîðìà n× n�ìàòðèöû, ñîãëàñîâàííàÿ ñ íîðìîé |.| âåêòîðà â Rn.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ:
� Ln(Z) ñîñòîèò èç n × m�ìàòðè÷íûõ ïðåäñêàçóåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, çàäàííûõ íà

[0, +∞), ÷üè ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïî ñåìèìàðòèíãàëó Z;
� kn ñîñòîèò èç n-ìåðíûõ F0�èçìåðèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí;
� Dn ñîñòîèò èç n-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íà [0, +∞), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

â âèäå: x(t) = x(0) +
t∫
0

H(s)dZ(s)(t > 0), ãäå x(0) ∈ kn, H ∈ Ln(Z).

Ïóñòü γ : [0, +∞) → R1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ:

Mγ
p = {x : x ∈ Dn, ||x||kn

p

def
= sup

t>0
(E|x(t)|p)1/p < ∞};

kn
p = {α : α ∈ kn, ||α||kn

def
= E|α|p < ∞}.

Ãëàâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

dx(t) = (Nx)(t)dZ(t) (t > 0), (1)
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