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2) х0 < 0. 
 

Тогда sgnx0 = –1 и из (4) следует, что )(tx  ≥ x(t) 
для любого допустимого управления u(s). 

Аналогично пункту а), траектория )(tx  достигнет  
 

начала координат раньше, чем траектория x(t) (см. рис. 3). 
Объединяя оба пункта, получаем, что u = – sgnx яв-

ляется оптимальным по быстродействию управлением 
для линейного дифференциального уравнения первого 
порядка. 
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Обучение решению задач «движение по реке  

(5–7 класс)» предполагает изначально, что математиче-
ская модель задачи у ученика правильная. Однако 
трудности, с которыми сталкивается ученик, не пони-
мающий, как решать задачу, с нашей точки зрения свя-
заны прежде всего с неправильной моделью задачи в 
мышлении ученика. Под неправильной моделью будем 
понимать такую модель, в которой ученик не выделяет 
инвариант, то есть правило, которое лежит в основе 
задачи.  

З а д а ч а. За 4 часа по течению моторная лодка 
прошла такое же расстояние, как за 5 часов против 
течения. Найдите собственную скорость моторной 
лодки, если скорость течения реки 2 км/ч.  

Неправильная модель Бориса. Борис сразу же вывел 
соотношения для скорости лодки по течению – как 
скорость лодки + скорость реки, против течения – как 
разность скорости лодки минус скорости реки. Каза-
лось бы, что еще тут может быть непонятного? Приве-
дем дословно его рассуждение. Борис рассуждал вслух 
– скорость моторной лодки по течению – 2 км/ч, об-
ратно – 7 км/ч. Нет, обратно скорость будет меньше 5 
км/ч, нет 6,5 км/ч, нет, наверное, 6 км/ч. Понравилось и 
окончательное его мнение – 3 км/ч по течению, 7 км/ч 
обратно. Нас насторожило слово обратно. Мы спроси-
ли – почему? Почему скорость самой моторной лодки 
изменяется, ей что, мотор на обратном пути добавили, 
но ведь об этом ничего в задаче не сказано. На что Бо-
рис говорит: обратно скорость должна быть больше, 
чтобы доехать за то же самое время (!), ведь река течет 
навстречу, и это замедляет движение лодки. Мы пояс-
нили ему – в задаче сказано, что по течению лодка 
плыла 4 часа, а против течения – 5 часов. Она и плыла 
больше по времени, так как ей мешала река. Проблема 
ученика состоит в том, что он не выделяет инвариант – 
расстояние. Безусловно, это не оговорка, и Борис не 
спутал время с расстоянием. Борис все вывел согласно 
своей неправильной модели. В его модели отсутствовал 
инвариант задачи – расстояние. Мы предполагаем, что 
произошло это из-за того, что инвариант задачи (рас-
стояние) не изменяется, а в модели мышления Бориса 
возникают трудности с отслеживанием инвариантов. 
Предлагаемый нами метод позволяет сформировать 
правильную модель этого типа задач с опорой на инва-
риант. 

 
 

Таблица 1 
 
Правильная модель задачи «движение по реке» 

 
Мат. модель 
движения.

v = s / t

 
Объ- 
екты

 
Параметры  

 
Формализа-

ция 

 
Отноше-
ния  

и связи 

Река 1) Скорость 
реки 

vр(еки) 2 

 2) Время те-
чения реки 

t р(еки)  

 3) Расстояние 
для реки  

sр(еки)  

Лодка 4) Собствен-
ная скорость 
лодки 

vл(одки)  

 5) Время лод-
ки 

tл(одки)  

 6) Расстояние 
лодки 

sл(одки)  

Лодка  
по течению

7) Скорость 
лодки по тече-
нию 

vпо(течению) 
увеличивает-
ся за счет 
течения 

vпо = 
= vр + vл 

4 8) Время дви-
жения лодки по 
течению 

tпо(течению)  

= 9) Расстояние, 
пройденное лод-
кой по течению 

sпо(течению)  

Лодка  
против  
течения 

10) Скорость 
лодки против 
течения 

vпротив умень-  
шается за 

счет течения 

vпротив = 
= vр – vл

5 11) Время дви-
жения лодки 
против течения 

tпротив  

= 12) Расстояние, 
пройденное 
лодкой против 
течения 

sпротив  

Строка инварианта решения sпротив = sпо(течению) 
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Таблица 2 
 

Основа для составления уравнения 
 
Мат. модель 

движения 
v = s / t 

 
 
Объ- 
екты 

Параметры  Формали-
зация 

Отноше-
ния  

и связи  

Река 1) Ско-
рость реки 

vр(еки) 2 

Лодка х 2) Собст-
венная ско-
рость лодки 

vл(одки) Обозна-
чим за х 

Лодка  
по течению 
х + 2 

3) Ско-
рость лодки 
по течению 

vпо(течению) 
увеличива-
ется за счет 
течения 

vпо = х + 2 

4 4) Время 
движения 
лодки по 
течению 

tпо(течению) 4 

= (х + 2) * 4 5) Рас-
стояние, 
пройденное 
лодкой по 
течению 

sпо(течению) Sпо = 
=  vпо * 4  

Sпо =  
=(х + 2) * 4

Лодка против 
течения х – 2 

6) Ско-
рость лодки 
против 
течения 

vпротив 
уменьшает-
ся за счет 
течения 

vпротив =  
= х – 2 

5 7) Время 
движения 
лодки про-
тив течения 

tпротив 5 

= (х – 2)*5 8) Рас-
стояние, 
пройденное 
лодкой 
против 
течения 

sпротив Sпротив =  
=vпротив * 5

Sпротив =  
= (х – 2) * 

*5  

Инвариант решения (х – 2)*5 = (х + 2) * 4.  
Решаем. х = 18. 

 

Метод решения задач «на движение по реке» с 
опорой на инвариант. 1) Выделяем объекты задачи: 
лодка, река, лодка по течению, лодка против течения. 

2) Строим информационную таблицу 1 правильной 
модели задачи «движение по реке». 

3) Прописываем в таблицу 1 информационные ко-
эффициенты (известную информацию), и ищем инва-
риант (данной задачи); формируем модель вместе с 
учеником. На этом этапе формируется правильная мо-
дель задачи в мышлении ученика. Именно этот этап 
отсутствует в современных методах обучения решению 
задач, так как мы уже отметили выше, предполагается, 
что изначально модель правильная. 

4) Строим таблицу 2 как основу для составления 
уравнения. 

Таблица 3 – как решение задачи Борисом на основе 
сформированной правильной модели. 

Задача решена.  
Выводы. Самым приятным для нас было то, что 

любую задачу на движение теперь Борис решал, он 
знал, что искать. Этот же результат был получен и дру-
гими детьми (5 человек), кто в принципе не решал за-
дачи этого класса, не понимал их. Данный метод по-
зволяет учить решать задачи тем людям, у которых 
просто неправильные модели, что не имеет отношения 
к их умственным способностям, чему это часто припи-
сывается. 
 
 

Таблица 3 
 
Решение задачи на основе сформированной 

правильной модели 
  

Объекты  Скорость 
v = s/t 

Время  
t = s/v 

Расстояние  
s = v*t 

Река vр(еки) 2   
Лодка vл(одки) х   
Лодка по 
течению 

vпо = х + 2 tпо(течению) 4 Sпо(течению) 
Sпо = vпо * 4  
Sпо = (х + 2) * 4 

Лодка про-
тив течения 

vпротив =  
= х – 2 

tпротив 5 Sпротив = vпротив * 5 
Sпротив = (х – 2) * 5

Инвариант  
Sпо = Sпротив 

(х – 2)*5 = (х + 2) * 4.  
Решаем. х = 18. 
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Подготовка учащихся к непрерывному образова-

нию предполагает повышение эффективности управле-
ния процессом обучения. 

Одна из теорий обучения, получившая «пропис-
ку» в современной дидактике, – теория поэтапного 
формирования умственных действий и понятий П.Я. 
Гальперина – удовлетворяет системе требований к 
организации управления процессом. Так, согласно 

этой теории, выделяется цель обучения (управле-
ния), которая может состоять или в формировании 
нового вида деятельности с заданными качествами, 
или в повышении качества уже сформированной 
деятельности по одной или нескольким характери-
стикам, или в формировании отдельных элементов 
сформированной деятельности с заданными показа-
телями. 


