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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû; ìèíèìèçàöèÿ; ïåðå-
ìåííàÿ ìåòðèêà; îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ; ñàìîë¼ò.

Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå äâóõýòàïíûå ìåòî-
äû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ñ "îâðàæíûìè" ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; ñ èõ
ïîìîùüþ ðåøàåòñÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèè ðàçâîðîòà ñàìîë¼òà â ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà;
ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì äîçâóêîâûõ è ñâåðõçâóêîâûõ ñà-
ìîë¼òîâ ñ âîçäóøíî-ðåàêòèâíûìè äâèãàòåëÿìè (ò.å. àïïàðàòîâ, ñêîðîñòü êîòîðûõ íàìíîãî ìåíü-
øå êðóãîâîé ñêîðîñòè) â ïðîñòðàíñòâå è â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè: óäîâëåòâîðåíèÿ çàäàííûì êîíå÷íûì óñëîâèÿì; ó÷¼òà îãðàíè÷åíèé íà ôàçîâûå êîîð-
äèíàòû è óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè; ¾îâðàæíîñòè¿ è ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè ïîëó÷àåìîé äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ) ÷èñëåííûì
ìåòîäîì íà ïîðÿäîê òðóäíåå, ÷åì îáû÷íóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Â ðàáîòå [1] äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ
òðóäíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè áûëè ïðåäëîæåíû ïðîåêöèîííûå äâóõýòàïíûå äâóõøàãîâûå ìåòî-
äû ïåðåìåííîé ìåòðèêè; çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ èõ ìîäèôèêàöèÿ è àïðîáèðóåòñÿ íà ÇÎÓ äâèæåíèåì
ñàìîë¼òîâ â ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà.

2. Ðàññìîòðèì äëÿ ðåøåíèÿ ÇÎÓ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà èç [1], îáîáù¼ííûé äâóõøàãîâûé äâóõ-
ýòàïíûé ìåòîä ïåðåìåííîé ìåòðèêè.

1 ýòàï. zk = PQ

[
xk + αky

k/‖yk‖] ;
2 ýòàï. xk+1 = PQ

[
zk − γkB(zk)∇f(zk)/‖∇f(zk)‖] , k = 0, 1, 2, ...

(1)

ãäå x−1 = x0 ∈ En; PQ[v] � ïðîåêöèÿ âåêòîðà v íà âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Q èç åâêëè-
äîâà n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà En, íîðìèðîâàííîãî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ‖x‖ = (x, x)1/2

∀x ∈ En; yk = xk − xk−1; αk, γk− ïàðàìåòðû ìåòîäà; B(zk) = Bk− ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö; ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó ñ äàííîé, â
ïðîñòðàíñòâå En ââåäåíà íîâàÿ ìåòðèêà ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (B(x)u, u)
è B(x) : En −→ En ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ En åñòü ñàìîñîïðÿæåííûé, ëèíåéíûé,
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé îïåðàòîð, èçìåíÿþùèé ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà.

Èñïîëüçóþòñÿ ðåàëèçàöèè (1) ñ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèåé
γk = arg minγ>0f

[
zk − γB(zk)∇f(zk)/‖∇f(zk)‖] äëÿ ïîèñêà òîëüêî îäíîãî ïàðàìåòðà γk.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä è åãî âåðñèè çäåñü ðåàëèçîâàíû â àëãîðèòìàõ øòðàôíûõ ôóíêöèé (ÌØÔ).
Îíè îòëè÷àþòñÿ îò èññëåäîâàííûõ ðàíåå â [1] íàëè÷èåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïåðâîì
ýòàïå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäîòâðàòèòü âûáðîñ èç ¾îâðàãà¿ íà ïåðâîì ýòàïå ðàáîòû ìåòîäîâ.

3. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è î ðàçâîðîòå ñàìîë¼òà â ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà ïîñòðîèì ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (ÌÌ) íà îñíîâå ÌÌ çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííîì ðàçâîðîòå ñàìîë¼òà ([2], ñ.
353-355). Â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà âûñîòû ìàí¼âðà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñàìîë¼òà èìååò âèä:

2dD/dt = V cos(η) = f1(x, u); dη/dt = −gu2N sin(γ)/V = f4(x, u);
dZ/dt = −V sin(η) = f2(x, u); dw/dt = −cs = f5(x, u);

(2)

752



ISSN 1810-0198. Âåñòíèê ÒÃÓ, ò. 14, âûï. 4, 2009

dV/dt = g
[
u1P cos(α)− cxq0S

]
/w = f3(x, u),

ãäå q0 =ρ(h)V 2/2; ρ(h)=3, 3 ·10−10h2−1, 155 ·10−5h+0, 125; P =[10+V 2/(a(h))2](25000−h)/12, 5;
a(h) = 340, 3 − 0, 00408h; α = u2Nw/(u1P + 4, 6q0S);cs=

[
7 + 2(u1 − 0, 3)2

]
u1P/3600; cx = 0, 02 +

+3, 174α2 +0, 03u3; N = min
{
q0S/w; 150000/w; 8

}
, ãäå D = x1, Z = x2− äåêàðòîâû êîîðäèíà-

òû ñàìîë¼òà (ïðîäîëüíàÿ è áîêîâàÿ); h− âûñîòà íàä Çåìë¼é; V = x3− ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè;
η = x4− óãîë êóðñà; mg = w = x5− âåñ ñàìîë¼òà; u1− âåëè÷èíà òÿãè äâèãàòåëÿ, îòíåñ¼ííàÿ ê
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ òÿãè P ; u2− âåëè÷èíà ïåðåãðóçêè, îòíåñ¼ííàÿ ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷å-
íèþ ïåðåãðóçêè N ; u3− âåëè÷èíà òîðìîçÿùåé ñèëû, îòíåñ¼ííàÿ ê å¼ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ;
γ = u4− óãîë êðåíà; α− óãîë àòàêè; S = 55 ì2− õàðàêòåðíàÿ ïëîùàäü ñàìîë¼òà; q0− ñêîðîñòíîé
íàïîð; cx− êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ; cs− ñåêóíäíûé ðàñõîä òîïëèâà; g = 9.81 ì/ñ2.
Çàìåòèì, ÷òî ρ(h) è a(h) áóäóò ïîñòîÿííûìè.

Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå: 0.05 6 u1 6 1; 0.01 6 u2 6 1; 0 6 u3 6 1;∣∣∣∣
du1

dt

∣∣∣∣ 6 0.2;
∣∣∣∣
du2

dt

∣∣∣∣ 6 0.25;
∣∣∣∣
du3

dt

∣∣∣∣ 6 1;
∣∣∣∣
du4

dt

∣∣∣∣ 6 1.57 ðàä/ñ; (3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé:
x1(0) = x2(0) = x4(0) = 0; h(0) = 7000 ì; x3(0) = 300 ì/ñ;

x5(0) = 20000 êÃ; u1(0) = u0
1; u2(0) = 1/N(x(0)); u3(0) = u0

3; u4(0) = 0. (4)

Êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé:
h(T ) = 7000 ì; x4(T ) = −π; u2(T ) = 1/N(x(T )); u4(T ) = 0. (5)

Äëÿ çàäà÷è (2)− (5) ôàçîâûé âåêòîð x ∈ E5, à âåêòîð óïðàâëåíèé u ∈ E4. Ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå
ðåøåíèå îäíîé å¼ ïîäçàäà÷è.

4. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2)− (5). Çäåñü îíà ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ ïî ìåòîäèêå èç [2]− [3].
Íà ÌÌ (2) − (5) ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ: íàéòè âåêòîð u(t) óïðàâëåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå (2), îãðàíè÷åíèÿì (3), (5) è ïåðåâîäÿùèé ñàìîë¼ò èç ãîðèçîíòàëüíîãî
ïîë¼òà íà âûñîòå 7000 ì â ãîðèçîíòàëüíûé ïîë¼ò íà âûñîòå 7000 ì ñ ðàçâîðîòîì âåêòîðà ñêîðîñòè
íà 180 ãðàäóñîâ çà íàèìåíüøåå âðåìÿ ïðè óñëîâèÿõ (4).

Ìèíèìèçèðóåòñÿ âðåìÿ äâèæåíèÿ T, óñëîâèÿ (5) îáðàçóþò ñèñòåìó òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé. Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ÌØÔ: T0 = 20 c; u1(t) = 0, 476; u2(t) = 0, 31; u3(t) =
= 0, 001; u4(t) = 1, 5 sin(πt/T0). Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2.

Òàáëèöà 1
t m(t) V η0 D Z

0 20000,0 300,0 0,0 0,0 0,0
0,79145 19996,945 303,334 -0,00001 249,300 0,00001
1,5829 19993,885 305,231 -3,35100 501,370 0,00002
2,3743 19990,821 304,796 -10,7920 754,583 14,827
3,1657 19987,758 301,469 -20,5470 1003,389 62,255
4,7486 19984,700 291,093 -42,5740 1447,516 279,245
6,3314 19978,613 281,931 -63,9180 1767,756 633,777
7,9143 19972,556 273,879 -84,6130 1933,061 1066,470
9,4971 19966,527 266,776 -104,737 1935,865 1516,841
11,080 19960,520 260,488 -124,356 1788,287 1930,352
12,663 19954,534 254,904 -143,530 1517,429 2263,059
14,246 19948,564 249,934 -162,308 1160,299 2484,284
15,037 19942,610 249,043 -170,451 962,427 2547,403
15,829 19940,685 249,175 -176,723 758,340 2581,734
16,620 19939,402 250,030 -180,081 551,614 2593,571
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Îáîçíà÷åíèÿ â òàáëèöå 1: m(t) � ïåðåìåííûé âåñ ñàìîë¼òà â ìîìåíòû âðåìåíè t ïî ìåðå
ðàñõîäà ãîðþ÷åãî; V � ñêîðîñòü ñàìîë¼òà; η0 � óãîë êóðñà â ãðàäóñàõ; D � ïðîäîëüíàÿ äàëüíîñòü;
Z � áîêîâàÿ äàëüíîñòü.

Ïîëó÷åííîå â òàáëèöå 1: η = −180, 0810 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ η = −3, 1430018; âðåìÿ ñ÷¼òà
äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà (it = 5) 10 ñ, âñåãî 30 ñ. Â òàáëèöå 2 γmax =
= 1, 2636 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó óãëó êðåíà 72024′. Êîíå÷íîå çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ ðà-
âåíñòâà u2(T )− 1/N(x(T )) = 0, 000004.

Òàáëèöà 2
Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïåðåìåííûõ

t u1(t) u2(t) u3(t) u4(t)
0,0 0,7550 0,01 0,001 0,00001

0,79145 0,7550 0,1800 0,001 0,7200
1,5829 0,7550 0,4400 0,001 1,26360
2,3743 0,7550 0,6800 0,001 1,26360
3,1657 0,7550 0,8900 0,001 1,26360
4,7486 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
6,3314 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
7,9143 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
9,4971 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
11,080 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
12,663 0,7550 1,0000 0,001 1,26360
14,246 0,7550 0,8800 0,001 1,26360
15,037 0,6100 0,6800 0,001 1,26300
15,829 0,4760 0,4500 0,024 0,88000
16,620 0,4760 0,1936 0,024 0,00000

Ñèñòåìå (2) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà H(x, u, p) =
∑i=5

i=1 pifi(x, u), ãäå íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ pi(0) = ci = 1, i ∈ {1 : 5}, à âû÷èñëåííûé â õîäå ìèíèìèçàöèè
âåêòîð ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ ðàâåí

p(T ) = (1, 00049; 1, 00215; 0, 99995; 1, 00000; 0, 99996).

5. Âûâîä. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðè ðåøåíèè
ÇÎÓ, äîñòàòî÷íóþ ñêîðîñòü è òî÷íîñòü ìèíèìèçàöèè.
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Abstract: the article deals with new projection generalized two-step two-stage methods of minimization of
functions with ravine-type hipersurfaces in Euclidean space; using proposed methods test problem optimization
of the trajectory of airplane is being solved; we also present the results of some computational experiences.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîôåññèîíàëüíàÿ ìîáèëüíîñòü; ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíàÿ òåõíîëîãèÿ îáó÷åíèÿ; ïðèí-
öèïû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáó÷åíèÿ.

Àííîòàöèÿ: Ôîðìèðîâàíèå ïðîôåññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàóêîåìêèì
òåõíè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì âûñøåé øêîëû; àâòîðîì ðàçðàáàòû-
âàåòñÿ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñèñòåìíî-äåÿòåëüíîñòíîì ïîäõîäå ê îáó÷åíèþ è
îáåñïå÷èâàþùàÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû, íà÷èíàÿ ñ ìëàäøèõ êóðñîâ òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà; ðåàëèçàöèÿ
êîíöåïöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìàòåðèàëå êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, ñîäåðæàíèå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ íà
íîâûõ ïðèíöèïàõ.

Âûïîëíåíèå ñîöèàëüíîãî çàêàçà ïî ïîäãîòîâêå êîìïåòåíòíûõ ïðîôåññèîíàëüíî ìîáèëüíûõ
ñïåöèàëèñòîâ, áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðîâ ïî íàóêîåìêèì òåõíè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì ïðåäïîëàãàåò
ðåàëèçàöèþ òàêîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðîå áû ïîçâîëÿëî óæå íà ìëàäøèõ êóðñàõ óíèâåðñèòåòà (âóçà)
ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèí ôóíäàìåíòàëüíîãî öèêëà ñôîðìèðîâàòü ó ñòóäåíòîâ îñíîâó ïðîôåññèî-
íàëüíîé ìîáèëüíîñòè. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî âûñøàÿ ìàòåìàòèêà èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â áàçî-
âîé ïîäãîòîâêå âûïóñêíèêîâ íàóêîåìêèõ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôîðìèðîâàíèå
îñíîâû ïðîôåññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè ìîæíî íà÷èíàòü óæå â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ýòèõ
íàïðàâëåíèé âûñøåé ìàòåìàòèêå. Íî òðàäèöèîííàÿ ìîäåëü èçó÷åíèÿ âûñøåé ìàòåìàòèêè â òåõ-
íè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (âóçå) íå îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè. Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ðåàëüíûìè ïîòðåáíîñòÿìè â ôîðìèðîâàíèè îñíîâû ïðîôåññè-
îíàëüíîé ìîáèëüíîñòè ó÷àùèõñÿ íàóêîåìêèõ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé óæå íà ìëàäøèõ êóðñàõ,
â ÷àñòíîñòè ïðè èçó÷åíèè âûñøåé ìàòåìàòèêè, è ôóíêöèîíèðóþùåé â âûñøåé øêîëå ìîäåëüþ
îáó÷åíèÿ. Ðàçðåøåíèå âûäåëåííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäïîëàãàåò ðàçðàáîòêó íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé
êîíöåïöèè, îáåñïå÷èâàþùåé ôîðìèðîâàíèå îñíîâû ïðîôåññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè â ïðîöåññå
îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íàóêîåìêèõ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé âûñøåé ìàòåìàòèêå. Òàêîâà ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ ïðîáëåìà.

Òåîðåòè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè ðàçðàáàòûâàåìîé àâòîðîì íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîé êîíöåïöèè, îáåñ-
ïå÷èâàþùåé ôîðìèðîâàíèå îñíîâû ïðîôåññèîíàëüíîé ìîáèëüíîñòè â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñòóäåí-
òîâ íàóêîåìêèõ òåõíè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé âûñøåé ìàòåìàòèêå, ÿâëÿþòñÿ ïñèõîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ
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