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Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ; ðàñïðåäåëåííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ñðåäà.
Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþòåðíîé ñðåäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âåêòîðíàÿ çàïèñü êîòîðîé
èìååò âèä

ẋ = f(x), (1)

ãäå x = (x1, ..., xn) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî t, f = (f1, ..., fn) � âåêòîð-
íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂fi/∂xj

(i, j = 1, n) â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.
Âî èçáåæàíèå âîçìîæíûõ ðàçíî÷òåíèé ïðèâåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïóñòü ðåøåíèå ϕ(t) ñèñòåìû (1) îïðåäåëåíî è îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ t ∈ R.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû ε, T
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî óêàçàòü òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî ïðè t ∈ R âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

|ϕ(t)− ϕ(t + NT )| < ε.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òàêèõ ðåøåíèé ìîãóò ñëóæèòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ. Òàêæå ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå (ñì. [1, ñ. 162]).

Ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåò òåîðåìà, ïðèâåäåííàÿ â ðàáîòå
[1, ñ. 146, 147]. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â êíèãå [1], îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ìîæåò
áûòü ðåøåíèå, òðàåêòîðèÿ êîòîðîãî ðåêóððåíòíà, è îáðàòíî. Äàííàÿ òåîðåìà íàìå÷àåò ïóòü, ìå-
òîä è àëãîðèòì îòûñêàíèÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñðåäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Σ ïðåäñòàâëÿåò n-ìåðíûé êóá, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî a, è âåëè÷èíà ε
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ îòûñêàíèÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî Σ íà
êóáû ñ ðåáðàìè, äëèíà êîòîðûõ ðàâíà 2ε. Êîëè÷åñòâî òàêèõ êóáîâ áóäåò ðàâíî

m =
[ a

2ε

]n
.

Âíóòðè i-ãî êóáà (i = 1,m) âîçüìåì òî÷êó P
(0)
i , êîòîðàÿ ëåæèò â åãî öåíòðå è ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé

äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x
(
t, P

(0)
i

)
ñèñòåìû (1). Ñðåäè òàêèõ ðåøåíèé áóäåì èñêàòü îáîáùåííî-

ïåðèîäè÷åñêèå. Òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå P
(0)
i , îáîçíà÷èì ÷åðåç Li.

Ñíà÷àëà ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ òî÷åê ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì ïåðåáîðà ñ âîç-
âðàòîì (òî åñòü àëãîðèòìîì ôîðìèðîâàíèÿ óçëîâ n-ìåðíîé ñåòêè). Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �07-07-00170).
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êàæäîé òî÷êè P
(0)
i íå áóäóò çàâèñåòü îò ðàñ÷åòîâ äëÿ ñîñåäíèõ òî÷åê, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçî-

âàòü èõ â ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþòåðíîé ñðåäå. Òîãäà êîîðäèíàòû íà÷àëüíûõ òî÷åê P
(0)
i áóäåì

õðàíèòü â ñåòåâîé áàçå äàííûõ, îáñëóæèâàåìîé, íàïðèìåð, ÑÓÁÄ MySQL.
Òåïåðü ðàçëîæèì ðåøåíèå x

(
t, P

(0)
i

)
â ñòåïåííîé ðÿä ïî t íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, T ], ãäå

âåëè÷èíà T çàäàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä íà÷àëîì ðàñ÷åòîâ â áàçó äàííûõ íåîáõîäèìî çàïè-
ñàòü ìíîæåñòâî ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðÿäà äî íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïîðÿäêà.
Ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñèìâîëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
(1) ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maxima â ðàñïðåäåëåííîé êîìïüþòåðíîé ñðåäå.
Ïîäñòàâëÿÿ â ðÿä çíà÷åíèå âðåìåíè T , ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ ∆ âû÷èñëèì êîîðäèíàòû òî÷êè
P

(1)
i , êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ñäâèãîì òî÷êè P

(0)
i ïî òðàåêòîðèè Li íà âðåìÿ T , êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü

ñäâèãîì. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì îñòàòüñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè P
(0)
i â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñè-

ìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Òîãäà çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì Nmin

ñäâèãîâ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íà÷íåì îòñëåæèâàòü âîçâðàò â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè P
(0)
i .

×òîáû ïîëó÷èòü òî÷êó P
(2)
i ÷åðåç âòîðîé ñäâèã, ïåðåíåñåì íà÷àëüíóþ òî÷êó ïî òðàåêòîðèè Li

â òî÷êó P
(1)
i . Êîãäà íîìåð òåêóùåãî ñäâèãà j > Nmin, ïðîâåðÿåì óñëîâèå

∣∣∣P (j)
i − P

(0)
i

∣∣∣ < ε. (2)

Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî òî÷êà P
(0)
i ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé äëÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

(íîìåð ñäâèãà, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2), îáîçíà÷èì ÷åðåç si). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðîäîëæàåì äåëàòü ñäâèãè ïî òðàåêòîðèè Li äî íåêîòîðîãî çàäàííîãî ÷èñëà Nmax ñäâèãîâ.

Åñëè ïðè ðàñ÷åòàõ íå äîñòàòî÷íî èìåþùèõñÿ â áàçå äàííûõ ñèìâîëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ ïðî-
èçâîäíûõ, òî àíàëèçèðóåìàÿ òî÷êà ïîìå÷àåòñÿ êàê íåäîñ÷èòàííàÿ, è ïîñëå àíàëèçà âñåõ òî÷åê
áàçà äàííûõ ñêàíèðóåòñÿ íà íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîé òàêîé òî÷êè. Åñëè íåäîñ÷èòàííûå òî÷êè
èìåþòñÿ, òî îïÿòü çàïóñêàåòñÿ ïðîöåäóðà ñèìâîëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ î÷å-
ðåäíîãî ìíîæåñòâà ïðîèçâîäíûõ.

Îïèñàííûé àëãîðèòì áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñèñòåìû Ëîðåíöà

ẋ1 = σ(x2 − x1), ẋ2 = rx1 − x2 − x1x3, ẋ3 = x1x2 − bx3

ïðè êëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ åå ïàðàìåòðîâ, òî åñòü σ = 10, r = 28 è b = 8/3. Íàïðèìåð, äëÿ
îäíîãî èç íàéäåííûõ ðåøåíèé P

(0)
1 (7, 94796442, 12, 58880493, 18, 13439637), s1 = 10530, ε = 0, 11,

T = 0, 001, a = 0, 44, ∆ = 10−8, Nmin = 10, Nmax = 11000, öåíòðîì êóáà Σ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
M(8, 05796442, 12, 69880493, 18, 24439637), âçÿòàÿ âáëèçè àòòðàêòîðà Ëîðåíöà.

Èñõîäíûå òåêñòû ïðîãðàììû íà ÿçûêå C++ îòûñêàíèÿ îáîáùåííî-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó, óêàçàí-
íîìó â [2].
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Abstract: In the work there is given a description of the algorithm of a construction of the generally
periodical solutions of the dynamic systems in a distributed computing environment with the using of a symbolic
calculations.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ìíî-
æåñòâî äîñòèæèìîñòè, èíâàðèàíòíîñòü.

Àííîòàöèÿ: Â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü îòíîñèòåëü-
íóþ ÷àñòîòó ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â çàðàíåå çàäàííîì ìíîæåñòâå.
Èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûå è ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Â ýòîì äîêëàäå ñîîáùàåòñÿ î ðåçóëüòàòàõ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ, îïóáëèêîâàííûõ â [1, 2], è ðàññìîòðåí ðÿä íîâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâàìè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì.

Ïóñòü çàäàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Σ, ht). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîëíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Σ çàäàíà îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ht ïðîñòðàíñòâà
Σ â ñåáÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî (t, σ) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ htσ|t=0 = σ. Äëÿ çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rm ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (U,A, η), ãäå A � áîðåëåâñêàÿ
ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ U, η � ìåðà Ðàäîíà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå U. Ìåðîé Ðà-
äîíà ñ íîñèòåëåì U íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ η : A → R
ìíîæåñòâ A ∈ A.

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(σ, x, u) ïåðåìåííûõ (σ, x, u) ∈ Σ × Rn × Rm. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ =
∫

U
f(htσ, x, u)ηt(du), (7)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ
�29 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿.
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