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ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ�ßÊÎÁÈ
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c© Ñ.Ï. Ñîðîêèí

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèè Ëÿïóíîâà; íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè; ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè; óñëî-
âèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Àííîòàöèÿ: Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò îá îöåíêàõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ñâÿçàííûõ ñ íèìè íåîáõî-
äèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ; îöåíêè è óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ñåìåéñòâ ôóíêöèé òèïà Ëÿïóíîâà - ðåøåíèé íåðàâåíñòâ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (òî åñòü ôóíêöèè òèïà Ëÿïóíîâà, Êðî-
òîâà, Áåëëìàíà) íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ èí-
âàðèàíòíîñòè, äîñòèæèìîñòè, óïðàâëÿåìîñòè è îïòèìàëüíîñòè [1�4]. Â äîêëàäå ðå÷ü ïîéäåò îá
àïïðîêñèìàöèÿõ è òî÷íîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè (òî÷íåå, ìíîæåñòâà ñîåäèíèìûõ
òî÷åê) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, îöåíêàõ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà çàäà÷è è óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîäõîäå èãðàåò îïåðèðîâàíèå ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè òàêèõ ôóíêöèé.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ñëåäóþùåé çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ (P∆) ñ îáùèìè (íå ðàçäåëåííûìè) êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

ẋ = f(t, x, u), u(t) ∈ U, (1)
(
x(t0), x(t1)

) ∈ C,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00741) è ÑÎ ÐÀÍ (èíòåãðàöèîííûé
ïðîåêò ÑÎ ÐÀÍ�ÓðÎ ÐÀÍ � 85).
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J
(
x(·), u(·)) = l

(
x(t0), x(t1)

) → inf .

Çäåñü ∆ = [t0, t1] � ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê âðåìåíè,
(
x(·), u(·)) ∈ AC(∆,Rn)×L∞(∆, U) � ïðîöåññ

ñèñòåìû, ìíîæåñòâî U ⊂ Rm êîìïàêòíî, C çàìêíóòî, ìíîæåñòâî ñêîðîñòåé ñèñòåìû f(t, x, U)
âûïóêëî, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ïî x ðàâíîìåðíî ïî (t, u), l � íåïðåðûâíà.

Ââåäåì ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîåäèíèìûõ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (1):

R := {(x0, x1) ∈ Rn × Rn | ∃ x(·) : x(t0) = x0, x(t1) = x1}.

Ðàññìîòðèì äâà íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

ϕt(t, x, y) + max{ϕx(t, x, y) · f(t, x, u) | u ∈ U} 6 0 ï.â. íà ∆× Rn × Rn, (2)

ϕt(t, x, y) + max{ϕx(t, x, y) · f(t, x, u) | u ∈ U} > 0 ï.â. íà ∆× Rn × Rn, (3)

â êà÷åñòâå ðåøåíèé êîòîðûõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå (äëÿ (2)) è ëîêàëüíî
ëèïøèöåâûå è ïîëóâîãíóòûå ïî (t, x) (äëÿ (3)) ôóíêöèè ϕ(t, x, y), çàâèñÿùèå îò y êàê îò ïàðà-
ìåòðà è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ(t0, x, x) 6 0 ⇔ x ∈ prx0C,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî prx0C çàìêíóòî. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (2) îáîçíà÷èì
÷åðåç Φ+, à íåðàâåíñòâà (3) � ÷åðåç Φ−.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè èç Φ+ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè � îíè íå âîçðàñòàþò
âäîëü âñåõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1), à ôóíêöèè èç Φ− ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ìîíîòîííûìè � äëÿ êàæäîé
ϕ ∈ Φ− ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1), âäîëü êîòîðîé ϕ íå óáûâàåò. Âñå òàêèå ôóíêöèè ìû
íàçûâàåì ôóíêöèÿìè òèïà Ëÿïóíîâà èëè L-ôóíêöèÿìè.

Ââåäåì îöåíèâàþùåå ìíîæåñòâî, ïîðîæäåííîå L-ôóíêöèåé ϕ:

E(ϕ) := {(x0, x1) ∈ Rn × Rn | ϕ(t1, x1, x0) 6 0; ϕ(t0, x0, x0) 6 0}.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèÿõ è òî÷íîì îïèñàíèè ìíîæåñòâàR îáîáùàåò íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû ðàáîò [2, 4] íà çàäà÷è ñ îáùèìè êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (P∆).

Ò å î ð å ì à 1. a) Ëþáîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ ⊂ Φ+ äàåò âíåøíþþ àïïðîêñèìàöèþ
ìíîæåñòâà ñîåäèíèìûõ òî÷åê: ⋂

ϕ∈Φ

E(ϕ) ⊃ R.

á) Ëþáîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ ⊂ Φ− äàåò âíóòðåííþþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà ñîåäèíè-
ìûõ òî÷åê: ⋃

ϕ∈Φ

E(ϕ) ⊂ R.

â) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëóâîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ+ ∩ Φ−, ÷òî

E(ϕ) = R.

Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé ê òåîðåìå.
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ïîÿâëåíèå ïàðàìåòðà â ÷èñëå àðãóìåíòîâ L-ôóíêöèé íà ïåðâûé âçãëÿä

ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåîæèäàííûì, îäíàêî îíî âïîëíå åñòåñòâåííî, òàê êàê ðå÷ü èäåò îá àïïðîêñè-
ìàöèè ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Rn × Rn.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Îïåðèðîâàíèå ïðîèçâîëüíûìè ìíîæåñòâàìè L-ôóíêöèé, ñ îäíîé ñòîðîíû,
íàöåëåíî íà ïîëó÷åíèå ïðåäåëüíî ïîäõîäÿùèõ îöåíîê ìíîæåñòâà ñîåäèíèìûõ òî÷åê, à ñ äðóãîé �
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â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå øèðîêî èñïîëüçîâàòü ãëàäêèå L-ôóíêöèè [3, 4] âìåñòî
ñóùåñòâåííî íåãëàäêèõ (ñêàæåì, ïîëóíåïðåðûâíûõ).

Íà îñíîâå òåîðåìû 1 ïîëó÷àþòñÿ íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè öåëåâî-
ãî ôóíêöèîíàëà çàäà÷è (P∆), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ýòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûìè ïî ãèáêîñòè è óäîáñòâó â ïðèëîæåíèÿõ ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè Â.Ô. Êðîòîâà
è èõ èçâåñòíûìè ìîäèôèêàöèÿìè (íàïðèìåð, [5]).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ
1. Clarke F.H., Ledyaev Yu.S., Stern R.J., Wolenski P.R. Nonsmooth Analysis and Control Theory. Springer-Verlag,

N. Y., Grad. Texts in Math. 1998. V. 178.
2. Õðóñòàëåâ Ì.Ì. Òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è óñëîâèå ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. I. Îöåíêè è òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.
1988. � 5. Ñ. 62�71.

3. Äûõòà Â.À. Íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà-Êðîòîâà è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè // Èòîãè
íàóêè è òåõíèêè. Ñîâð. ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ. 2006. Ò. 110. Ñ. 76�108.

4. Àðãó÷èíöåâ À.Â., Äûõòà Â.À., Ñðî÷êî Â.À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå: íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ, âû÷èñëèòåëü-
íûå ìåòîäû è âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 2009. � 1. Ñ. 3�43.

5. Clarke F.H., Nour C. Nonconvex Duality in Optimal Control // SIAM J. Control and Optimization. 2005. V. 43,
� 6. P. 2036�2048.

Abstract: the report is devoted to estimating of reachable sets for control dynamic systems and to obtaining
necessary and su�cient optimality conditions for optimal control problems; the estimations and the optimality
conditions are based on using of a set of Lyapunov type functions, i.e., solutions to Hamilton-Jacobi inequalities.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàçèñû Ãðåáíåðà; ìåòîä Ôóæåðà; ìîäóëÿðíûå ìåòîäû.
Àííîòàöèÿ: Ñòðîèòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñà Ãðåáíåðà ìåòîäîì Ôóæåðà F4; ýòîò àëãîðèòì ðå-

àëèçîâàí ìîäóëÿðíî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà CRT (Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ).
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû "Ðàçâèòèå ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû" (ïðîåêò 2.1.1/1853).
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