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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ПРЕДПИСАННОЙ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ 1

c© Т.Б. Токманцев

Рассмотрим задачу оптимального управления системой:

ẋ(t) = f(t, x, u), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ [0, T ]× Rn = cl ΠT ,

где время t ∈ [0, T ], фазовый вектор x ∈ Rn, управляющий параметр u выбирается из
компакта P ⊂ Rm. Функционал платы имеет вид

It0, x0(x(·), u(·)) = min
θ∈[t0,T ]

{
σ
(
θ, x

(
θ; t0, x0, u(·))

)
+

θ∫

t0

g
(
t, x(t), u(t)

)
dt

}
.

Оптимальный результат (цена) V (t0, x0) определяется равенством

V (t0, x0) = inf
u(·)∈Ut0,T

It0, x0

(
x
(·; t0, x0, u(·)), u(·)

)
.

Символом Ut0,T обозначается множество допустимых управлений u(·) : [t0, T ] 7→ P — изме-
римых функций. Решение задачи ищется в виде оптимального синтеза (t, x) 7→ u0(t, x) ∈ P ,
то есть обратной связи, удовлетворяющей соотношениям (см. [1])

∀(t0, x0) ∈ clΠT , ∀x∆(·) = x∆

(·, t0, x0, u
0(t, x)

)
: [t0, T ] 7→ Rn :

x∆(τ) = x∆(ti) + f
(
ti, x∆(ti), u0

∆(τ)
)
[τ − ti], u0

∆(τ) ≡ u0
(
ti, x∆(ti)

)
, ∀τ ∈ [ti, ti+1),

ti ∈ ∆ = {t0 < t1 < . . . < tN = T}, x∆(t0) = x0,

lim
diam(D)→0

It0, x0

(
x∆(·), u0

∆(·)) = V (t0, x0).

Предполагается, что функции f(t, x, u) и g(t, x, u) определены и непрерывны на
clΠT × P , липшицевы по t, x с константой L1 > 0. Для функций f(t, x, u) и g(t, x, u)
выполнены условия продолжимости с константой K1 > 0. Функция σ(t, x) определена и
непрерывна на clΠT , супердифференцируема по t, x, липшицева по t, x с константой
L2 > 0. Множество Arg min

(f,g)∈E(t,x)
[〈p, f〉 + g] = {(f0(t, x, p), g0(t, x, p)

)} — одноэлементное,

где E(t, x) =
{(

f(t, x, u), g(t, x, u)
)
: u ∈ P

}
.

Производится разбиение ∆ = {0 < t1 < . . . < tN = T} с шагом ∆t. Строится равномер-
ная сетка QN = {yj ∈ D}, j = (j1, . . . , jn), с шагом ∆y на прямоугольной области D ⊂ Rn

в момент t = tN . Символом Qi обозначается сетка в момент t = ti.
Аппроксимация функции цены строится по рекуррентной формуле (см. [3, 5])

Ṽ (tN , x̂j0

N ) = σ(tN , x̂j0

N ) = ẑj0
(tN ); Ṽ (ti, x̂

j0

i ) = min
{
σ(ti, x̂

j0

i ), min
j : ‖x̂j

i−x̂j0

i ‖6ρ

ẑj
i

}
=
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min
j : ‖x̂j

i−x̂j0

i ‖6ρ

{
σ(ti, x̂

j0

i ), Ṽ (ti+1, x̂
j
i+1) +

ti+1∫

ti

g0
(
τ, x̂j(τ), p̂j(τ)

)
dτ

}
, i ∈ N − 1, 0,

в обратном времени вдоль обобщенной характеристики
(
x̂j0(·), p̂j0(·), ẑj0(·)) : [ti, ti+1] 7→

Rn ×Rm ×R (см. [2, 4]) в моменты времени t = ti. Здесь ρ > 0 — параметр аппроксимации.
Аппроксимация супердифференциала функции цены строится по формуле

∂yṼ (ti, x̂
j0
i ) = co

{
∂yσ̃(ti, x̂

j0
i ),

⋃
{p̂j

i : ‖x̂j
i − x̂j0

i ‖ 6 ρ, ẑj
i = Ṽ (ti, x̂

j0
i )}}.

Сеточной оптимальный синтез u0(ti, y
j
i ), yj

i = x̂j
i , определяется соотношениями:

u0(ti, y
j
i ) ∈

{
u : f(ti, y

j
i , u) = f0(ti, y

j
i , p

j
i ), g(ti, y

j
i , u) = g0(ti, y

j
i , p

j
i ), pj

i ∈ ∂yṼ (ti, y
j
i )

}
.

Управление u0
∆(t) строится по сеточной обратной связи u0(ti, y

j
i ):

u0
∆(t) = u∗ ∈ P, при t ∈ [t0, ti0), ti0 = min

ti∈ΓN

(ti > t0),

yi0 ∈ Qi0 : ‖yi0 − x0
∆‖ = min

yj∈Qi0

‖yj − x0
∆‖, x0

∆ = x0 + f(t0, x0, u∗)(ti0 − t0),

x0
∆(t) = x0

∆(ti−1) + f
(
ti−1, yi−1, u

0
∆(t)

)
(t− ti−1), t ∈ [ti−1, ti), i = i0 + 1, N,

u0
∆(t) = u0(ti−1, yi−1), при t ∈ [ti−1, ti), ti0+1 6 ti 6 T,

yi ∈ Qi; yi = yi−1 + f
(
ti−1, yi−1, u

0(ti−1, yi−1)
)
(ti − ti−1), i = i0 + 1, N.

Обозначим символом ω(·) модуль непрерывности функций f0(t, x, ·), g0(t, x, ·) по p и введем
в рассмотрение множество DT = exp(T )·D×[0, T ]. Оценка результата реализации сеточного
синтеза u0(ti, y

j
i ) из точки (t0, x0) ∈ DT имеет вид

|V (t0, x0)− It0, x0

(
x0

∆(·), u0
∆(·))| 6 E1∆t + E2ω(F∆t) + E3∆y + 2C,

где E1 > 0, E2 > 0, E3 > 0 — константы, вычисляемые по константам из предположений
о входных данных задачи, C = 10−7 — вычислительная погрешность, связанная с округле-
нием машинных чисел при хранении текущих сеток Qi на жестком диске.
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