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К ВОПРОСУ О СТАБИЛИЗАЦИИ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ,
СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ДВУХ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК, СОЕДИНЕННЫХ

ЖЕСТКОЙ ТЯГОЙ

c© И.В. Феклистов

Эта работа продолжает исследование динамики управляемой механической системы
(рис. 1), начатое в [1, 2]. Здесь mi — масса i-ой материальной точки, g — ускорение сво-
бодного падения, ri = (xi, yi) — координаты точки mi в инерциальной системе координат,
w = (w1, w2) — вектор управляющих сил, f(t) = (f1(t), f2(t)) — возмущающая сила (поме-
ха), приложенная к точке m2. Предполагается, что точки mi жестко связаны тягой нулевой
массы длины l, и колебания системы происходят в плоскости XOY.
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Рис. 1. Материальные точки, соединенные жесткой тягой

Рассматривается следующая задача стабилизации. Пусть задана траектория движе-
ния t → p(t) =

(
p1(t), p2(t)

)
точки m1. Требуется с помощью выбора подходящего неупре-

ждающего позиционного управления w(t, ·) осуществить локально устойчивое движение
точки m1 по траектории, по возможности близкой к заданной, и при этом управление долж-
но быть таким, чтобы угол α(t) отклонения груза мало отличался от некоторой константы
(зависящей от помехи f(t)), близкой к нулю. Предполагается при этом, что в каждый мо-
мент времени t0 нам известна величина помехи f(t) только при t 6 t0 и неизвестно поведение
f(t) при t > t0.

Поскольку механическая системы имеет жесткую связь, то число степеней свободы рав-
но трём. Это позволяет записать уравнения Лагранжа [3, Глава 3, § 1] в виде

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
= Φi, i = 1, 2, 3, (1)

где q1 = x1, q2 = y1, q3 = α — обобщенные силы, q̇ = (q̇1, q̇2, q̇3) — обобщенные скорости,

T =
m(ẋ2

1 + ẏ2
1)

2
+

m2

2
(
l2α̇2 +2lα̇(ẋ1 cosα + ẏ1 sinα)

)
— кинетическая энергия, m = m1 +m2,

Φi — обобщенные силы. Поэтому уравнения (1) примут вид





mẍ1 + (m2l cosα)α̈−m2lα̇
2 sinα = Φ1,

mÿ1 + (m2l sinα)α̈ + m2lα̇
2 cosα = Φ2,

(m2l cosα)ẍ1 + (m2l sinα)ÿ1 + m2l
2α̈ = Φ3.

Если (p1(t), p2(t)) заданное движение точки (x1, y1), то система уравнений в отклонениях
x → x− p1(t), y → y − p2(t), α → α, после перехода к безразмерным координатам 1 и ряда

1В качестве характерных масштабов выберем массу, длину и ускорение свободного падения g, а для t в
качестве масштаба времени примем величину t∗ =

p
l/g.
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преобразований, запишется в виде




ẍ =
1 + m cos2 α

1 + m
u1 +

m sin 2α

2(1 + m)
u2 − r1(t) cos2 α− r2(t) sin α cosα,

ÿ =
m sin 2α
2(1 + m)

u1 +
1 + m cos2 α

1 + m
u2 − r1(t) sin α cosα− r2(t) sin2 α,

α̈ = −(
cosα)u1 − (sinα)u2 +

1 + m

m
(r1(t) cos α + r2(t) sinα

)
,

(2)

где m = m2/m1, r1(t) = f1(t)−mp̈1(t), r2(t) = f2(t)−m
(
1 + p̈2(t)

)
.

Из (2) следует, что если u1(t) ≡ u2(t) ≡ 0, то при r1(t) ≡ 0 (и только в этом случае) си-
стема (2) имеет тривиальное решение (идеальное движение). Таким образом, при идеальном
движении точка m1 осуществляет заданное движение и при этом отсутствует «раскачива-
ние» точки m2 относительно m1. Если p1(t) = p1 + vt, p2(t) = p2 (горизонтальное движение
с постоянной скоростью), f2(t) ≡ 0, f1(t) = const, то задача стабилизации упрощается. До-
клад посвящён построению неупреждающего позиционного управления, решающего задачу
стабилизации в описанном случае.
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О ПРОИЗВОДНОЙ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОПЕРАТОРНОЙ ФУНКЦИИ
ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРНОГО АРГУМЕНТА

c© В.И. Фомин

Пусть E — банахово пространство; L(E) — банахова алгебра ограниченных линейных
операторов, действующих из E в E. Рассмотрим действительную операторную функцию
f : D(f) ⊆ L(E) → L(E) действительного операторного аргумента Λ (действительные
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