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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîìàíûå Ýéëåðà, íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ, ïðèáëèæåíèå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà,
èíòåãðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Àííîòàöèÿ: Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè íåïðîäîëæèìûõ ðåøåíèé íà âñåé îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ëîìàíûìè Ýéëåðà èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ; ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü
ãðàôèêîâ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà; ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå èíòåãðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé ñèñòåìû è êîíå÷íîãî èíòåãðàëà îò êðèâèçíû âäîëü åãî ãðàôèêà äëÿ àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî
óñòðåìèòü ê íóëþ ðàçìåð îòðåçêîâ ëîìàíîé.

Ñíàáäèì âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé, íà âñåâîçìîæ-
íûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâàõ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ââåäåì òîïîëîãèþ Õàóñäîðôà [1]. Äëÿ âñÿêîé
ôóíêöèè g ïóñòü π(g) è υ(g) � åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî, à Grg ⊂ π(g)×
× υ(g) � åå ãðàôèê. ×åðåç Cs

m îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ÷òî ãðàôèê
Grg ⊂ R>0 ×Rm çàìêíóò, à π(g) ñâÿçíî.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííóþ íà R>0 ×Rm äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(t, x). (1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1) íåïðåðûâíà, è âñÿêèå äâà ëîêàëüíûõ ðåøåíèÿ ϕ′, ϕ′′ ∈ Cs
m

åñëè ñîâïàäàþò â îäíîé òî÷êå, òî ñîâïàäàþò íà îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ π(ϕ′) ∩ π(ϕ′′). Òîãäà
âñÿêîìó b ∈ Rm êîððåêòíî ñîïîñòàâèòü ìàêñèìàëüíîå âïðàâî ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ x(0) = b; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕb ∈ Cs

m. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà
I b R>0 â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò limb→a H(Grϕb|I , Grϕa|I) (ñì. [1]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçR>0, ñîäåðæàùèõ òî÷êó
0. Ïîä äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ ∆ = (ti)i∈N áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî d(∆) = maxi∈N(ti+1 − ti). Îïðå-
äåëèì π(∆) = ∪i∈N[0, ti], íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëèì ëîìàíóþ Ýéëåðà ïî ïðàâèëó: ξ∆(0) = c,
äàëåå ïî èíäóêöèè ξ∆(ti) = ξ∆(ti−1) + f(ti−1, ξ∆(ti−1))(ti − ti−1), íà [ti−1, ti] äîîïðåäåëèì ξ∆(0)
ëèíåéíî.

Ïóñòü π(ϕc) = [0, T 〉 äëÿ íåêîòîðûõ c ∈ Rm, T ∈ R>0. Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè èç Cs
m,

ãðàôèêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëîìàíûìè, ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè â òîïîëîãèè Õàóñäîðôà ê Grϕc?
Èçâåñòíî, ÷òî èç d(∆) → 0 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ξ∆|I ê ðåøåíèþ ϕc|I íà âñÿêîì êîìïàêòå I

èç èõ îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñì. [2]), îäíàêî ó êîíå÷íûõ ðàçáèåíèé ëîìàíàÿ ξ∆ îãðàíè÷å-
íà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèçèòü âñþ òðàåêòîðèþ ϕc èìè íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, èñêàòü íàäî
íåîãðàíè÷åííûå ëîìàíûå ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çâåíüåâ. Êðîìå òîãî ïðè àïïðîêñèìàöèè íåîá-
õîäèìî óñëîâèå π(∆) → π(ϕc), èíà÷å óäàñòüñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü íå âåñü ãðàôèê Grϕc, à ëèøü
åãî ÷àñòü.

Çàìåòèì, ÷òî âðÿä ëè ëîìàíûå Ýéëåðà ñìîãóò ïðèáëèçèòüñÿ ê ϕc ëó÷øå, ÷åì ñîñåäíèå òðà-
åêòîðèè, ïîýòîìó ïðè àïïðîêñèìàöèè ϕc ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü limb→c ϕb = ϕc. Ýòî óñëîâèå
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè.

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ �09-01-004361 è Ôîíäîì Ñîäåéñòâèÿ Îòå÷åñòâåííîé Íàóêå.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å. Åñëè limb→c ϕb = ϕc, òî äëÿ âñÿêîãî ε ∈ R>0 ìîæíî íàéòè òàêîå
ðàçáèåíèå ∆, ÷òî π(∆) = π(ϕc) è ξ∆ ∈ Bε(ϕc).

Ê ñîæàëåíèþ ïîñòðîåíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ∆ òðåáóåò çíàíèÿ êàê òðàåêòîðèè ϕc, íî è âñåõ
áëèçêèõ ê íåé. Õîòåëîñü áû èìåòü ÷èñëåííûé ìåòîä, êîòîðûé äàæå áåç çíàíèÿ àïðèîðè ìîìåíòà
T ìîã áû ñòðîèòü äîñòàòî÷íî òî÷íîå ðàçáèåíèå ∆ ∈ D.

Â ðàáîòå [3] äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì òàêîé ìåòîä ïðåäëîæåí, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
df (∆) → 0, ãäå df (∆) = maxi∈N(ti+1− ti)||f(ti, ξ∆(ti))||m äëÿ âñÿêîé ∆ = (ti)i∈N ∈ D. Ðàññìîòðèì
ïðèìåíèìîñòü ýòîãî ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

y′ =
(

dt
dτ
dx
dτ

)
=




1√
1+||f(t,x)||2m

f(t,x)√
1+||f(t,x)||2m


 , t(0) = 0, x(0) = c. (2)

Ëþáîé òî÷êå Y ∈ R>0 × Rm ñîïîñòàâèì ÷èñëî κ(Y ) � êðèâèçíó â ýòîé òî÷êå èíòåãðàëüíîé
êðèâîé óðàâíåíèÿ (1) (ôàçîâîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2)).

Ï ð å ä ë î æ å í è å. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà,
ðåøåíèå ȳ çàäà÷è (2) èíòåãðàëüíî óñòîé÷èâî [4, 5], à êðîìå òîãî äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R>0 êîíå÷åí
èíòåãðàë

∫
R>0

||κ||C(Br(ȳ(τ)))dτ . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε ∈ R>0 íàéäåòñÿ òàêîå δ(ε) ∈ R>0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ∆ ∈ D, ó êîòîðîãî Grξ∆ íåîãðàíè÷åí, èç df (∆) < δ(ε),d(∆) < δ(ε) ñëåäóåò,
÷òî H(Grξ∆, Grϕc) < ε.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ïðàâàÿ ÷àñòü
âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (2) � ôóíêöèÿ v � ëèïøèöåâà, ðåøåíèå ȳ çàäà÷è (2) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî, à êðîìå òîãî äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ R>0 êîíå÷åí èíòåãðàë

∫
R>0

||κ||C(Br(ȳ(τ)))dτ .
Òîãäà âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñêàëÿðíîé è àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, à äëÿ åå íåïðîäîëæèìîãî ðåøåíèÿ ϕc ïðè íåêîòîðîì t ∈ [0, T 〉 êîíå÷íà ïîëíàÿ
âàðèàöèÿ ∨t∈[t,T 〉 arctg ϕ̇c(t). Òîãäà âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîêàçàííûå â [3] óäîáíûå óñëîâèÿ íà ñèñòåìó òàêæå ñóòü ñëåäñòâèå àíîíñèðóåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ. Áîëåå òîãî, òàì óæå äîêàçàíà èíòåãðàëüíàÿ ñòàáèëüíîñòü (ñì. [3, Òåîðåìà 2]), à äîêàçàòåëü-
ñòâî [3, Òåîðåìà 3] â òî÷íîñòè îïèðàåòñÿ íà êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà îò êðèâèçíû.
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Abstract: There is studied the possibility of approximation of nonextendable solutions on the domain by
Euler's polygonal curves consisting of countable sets of line segments. Convergence is understood in the sense
of graphs convergence in the Hausfor� metric. It is shown that if a solution of the auxiliary system is integrably
stable and the integral of curvature taken along its graph is �nite, then for approximation it is su�cient to tend
the size of polyline segments to zero.

Keywords: euler's polygonal curves, nonextendable solutions; approximation in the Hausdor� metric; integral
stability.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàïèëëÿðíàÿ ëàìèíàðíàÿ ñòðóÿ; áåñêîíå÷íûé æèäêîñòíûé öèëèíäð; âÿçêàÿ è ïëîò-
íàÿ ñðåäà; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ; ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.

Àííîòàöèÿ: Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òîðìîçÿùåì âîçäåéñòâèè âÿçêîé, ïëîòíîé ñðåäû íà êàïèëëÿðíóþ
ëàìèíàðíóþ ñòðóþ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå öèëèíäðà âäîëü îñè âåðòèêàëüíî âíèç äèàìåòðîì d ñ ïëîòíîñòüþ ρì â
âÿçêîé ñðåäå ñ ïëîòíîñòüþ ρñ , ïðè÷åì ρì > ρñ. Î÷åâèäíî, ÷òî òîðìîçÿùåå äåéñòâèå ñðåäû áóäåò
ñêîìïåíñèðîâàíî, åñëè àðõèìåäîâà è ïîâåðõíîñòíàÿ òîðìîçÿùàÿ çà ñ÷¼ò âÿçêîñòè ñðåäû ñèëû,
ïðèëîæåííûå ê ýëåìåíòàðíîìó îáúåìó-äèñêó öèëèíäðà, â ñóììå íå áóäóò ïðåâîñõîäèòü ñèëû âåñà
ýòîãî îáú¼ìà. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó:

d > 4 pê
(ρì − ρñ) g

, (1)

ãäå pê � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè äâèæóùåãîñÿ öèëèíäðà, âîçíèêàþùèå âñëåä-
ñòâèå âÿçêîñòè ñðåäû, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, d � äèàìåòð äâèæóùåãîñÿ öèëèíäðà.

Óñëîâèå ρì > ρñ âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ýêñòðóäèðîâàíèè ðàñïëàâà ñòàëè (ρì ≈
7000 êã/ì3) â âîäó è âîäíûå ðàñòâîðû (ρñ ≈ 1000 êã/ì3) è â ðàñïëàâû ñîëåé (ρñ ≈ (2 ÷ 3) ·
103 êã/ì3) [1-4].

Òàêèì îáðàçîì, òîðìîçÿùåå âîçäåéñòâèå ñðåäû îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ñòðóé îòíî-
ñèòåëüíî ìàëûõ äèàìåòðîâ 0, 2 ÷ 3 ìì. Âåëè÷èíó êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé pê íà ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà ìîæíî óìåíüøèòü ñíèæåíèåì ñêîðîñòè v äâèæåíèÿ öèëèíäðà. ßâíûé âèä çàâèñèìîñòè
pê = pê(v) íàéäåí íàìè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà âäîëü
îñè â âÿçêîé æèäêîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì êðàåâóþ çàäà÷ó.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ � Íàâüå-Ñòîêñà [5]:

ρ
dw
dτ

= ρg−∇p + µñ∇2w, (2)
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