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Проблеме самоорганизации мезовозмущений пла-

стического течения посвящено ряд работ [1–3]. Теоре-
тическое описание в рамках ренормгруппового подхо-
да предложено в [3, 4], учет флуктуационных поправок 
для синтеза эффективной диаграммы деформации не-
однородных сред проведен в работе [5]. Представляет 
интерес максимально строгая формулировка исходных 
модельных допущений. 

Рассмотрим замкнутое твердое тело в объеме Ωd, 
граница которого нагружается заданной системой 
внешних сил. Разобьем Ωd на N малых «кубиков» iν  и 
поставим каждому из них в соответствие поле смеще-
ний Aμ  (μ = 1,2,3) как разности координат каждой точ-
ки в лабораторной системе в исходном состоянии ri и 
после нагружения: .iii rrAr ′−=′ μ  Когда число N велико 

( di Ω<<ν ), естественный способ описания эволюции 
подобной системы – статистический, через введение 
3N-мерной плотности распределения ( )( )iAf μ , которую 
в пределе →∝N  представим в виде: 
 

[ ] [ ],μ
μ = AWeAf  

 
где величину ][ μAW  назовем производящим функ-
ционалом открытой системы. 

Предположим, что в исходном (ненагруженном) 
состоянии рассматриваемое тело однородно и изотроп-
но. Тогда производящий функционал, в достаточно 
общем виде, можно представить как функциональный 
полином: 
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где ),,(..

iik trV νμ  (i = 1..k) – действительные тензоры  
ранга «2k». 

Условимся первые k индексов )3,2,1( =μ  относить 
к компонентам поля ,μA  последующие k индексов 

),3,2,1,0, =νμ  – к производным. Плотность распреде-
ления ][ μAf  – монотонная функция ],[ μAW   поэтому  

наиболее вероятному процессу соответствует траекто-
рия ,μA  или vA ,μ  ( ),3,2,1, =νμ  удовлетворяющая ва-

риационному уравнению 0
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 при заданных 

начальных и граничных условиях. Решение νμμ ,, AA  
назовем «классической» траекторией, разность 

νμνμνμ −=δ ,,, AAA  – флуктуациями. В дальнейшем ог-
раничимся рассмотрением так называемых «активных» 

траекторий, для которых 0≥
∂
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 – внутренний параметр сис-

темы – «длина» классической траектории, а твердое 
тело n

dΩ  по отношению к «классической» траекто-
рии «М-образец» в терминологии школы А.А. Илью- 
шина. 

Для построения производящего функционала флук-
туаций поля νμ,A  разложим ][ μAW в функциональный 
ряд Тейлора в окрестности «классического» решения 

νμ,
−
A  и воспользуемся известной из дифференциальной 
геометрии возможностью задания производных любого 
порядка по времени в виде функций внутренней гео-
метрии «классической» траектории – ее длины s, 
( ) ( )s...s n 11 −ϑϑ  скалярных кривизн и кручения ( )snϑ   

(n – количество независимых компонент тензора ν,μA ). 
Для активных траекторий на «М-образце» интегриро-
вание по пространственным координатам выражения 
для производящего функционала дает несущественные 
константы, пропорциональные некоторым степеням 

n
dΩ , по времени – параметризует вершины ν..μ

kV  вели-
чинами s, ( ) ( )s...s nϑϑ1 . Обозначим W[Aμ] производящий 

функционал флуктуаций с вершинами ( )( )ss,,t,rV niik ϑν..μ .  
Нормированное гауссовское среднее с весом eW при 

0...μ =ν
kV  (k > 2) назовем свободной корреляционной 

функцией деформации и представим ее в виде: 
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Оператор )(...μ
20 irV ν , обратный свободной корре-

ляционной функции )(..μ
20 rR ν , определим с помощью 

соотношения: 
 

∫ −δ−δδδ=′−′′ νμνμ )()()(),( 2121121,20112 ttrrrdrrRrrV nmmpqn
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и назовем свободной вершиной второго порядка.  

Для системы с 0)(... =ν
iik ,trV μ  (k > 2) свободная 

вершина второго порядка совпадает с вершиной 

).(...μ
2 ii ,trV ν  В общем случае, когда 0)(... ≠ν

iik ,trV μ   
(k > 2), нормированное двухточечное среднее с весом 
eW определяет полную корреляционную функцию 

).(..μ
2 r,tR ν  Оператор )(...μ

2 ii ,trV ν , обратный полной кор-
реляционной функции, дается тем же выражением при 
замене ).()( ...μ

2
...μ

20 r,tRr,tR νν →  Эта величина учитывает 
взаимодействия (нелинейные эффекты) и в дальней-
шем будет называться полной вершиной второго по-
рядка. Полная вершина, вообще говоря, не совпадает с 
оператором при квадрате полевых переменных в ис-
ходном производящем функционале и будет теперь 
обозначаться ).(...μ

20 ii ,trV ν  
Использование касательного функционального 

преобразования Лежандра позволяет получить выра-
жение для операторов, обратных полным корреляци-
онным функциям порядка 2k, использование которых 
потребуется при вычислениях ).(...μ

2 ii ,trR ν  Например, 
оператор обратный полной четырехточечной корреля-
ционной функции )(...μ

4 ii ,trR ν  – полная вершина чет-
вертого порядка в модели с max n = 4 – решение инте-
грального уравнения: 
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Это выражение связывает вершины любого порядка 

с корреляционными функциями, т. е. указывает на су-
ществование принципиальной  возможности парамет-
ризации статистики  флуктуаций поля с помощью на-
бора кривизн и кручения на «активной» классической 
траектории для «М-образца». 

Определим фурье-образы: 
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Назовем моды с 0≠ω  «быстрыми» и введем «медлен-
ный» производящий функционал: 
 

∫ ′−=′ μμ
μ ,ln][ ][ AdeAW AW  

где μ′Ad  – символ стохастического интегрирования по 
«быстрым» переменным. 

«Классическая» траектория νμ,A  для ][ μ′ AW  

удовлетворяет уравнению: 0
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 и, вообще 

говоря, не совпадает с траекторией исходного функ-
ционала ],[ μAW  однако параметризация для процессов 

с ds ≥ 0 и соотношения для корреляционных функций 
остаются справедливыми. 

Положим, что в исходном (ненагруженном) состоя-
нии «классическая» траектория соответствует уравне-
нию равновесия модели упругого псевдоконтинуума 
Коссера: 
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где 0ξ  – структурный масштаб упругого псевдоконти-
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Разобьем поле Aμ на продольную и поперечную со-
ставляющие: tn AAA μμμ += , тогда соответствующие 

дисторсии k,k
n Aδ/nA νν μ,μ 1, =  и .νμ,νμ,νμ,

nt AAA −=  

Свободную вершину второго порядка представим в 
виде суммы :)()()( ,...

20
,...

20
...

20 i
t

i
n

i rVrVrV νμνμνμ +=  
 

),(
21
23

)0,( 212
2

,...
2,...

20 rr
V
T

srV
n

i
n −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−
−

><
=+→ δ

ν
ν

ε

νμ
νμ  

),(]1[)0,( 21
22

02
1

,...
2,...

20 rr
V
TsrV

t

i
t −δ∇ξ+

>ε<
=+→

νμ
νμ  

где ∫ ∫>=ε<>=ε< μν
μν

−μν
μν

− drrRVdrrRV nt )(,)( ,
20

12
2

,
20

12
1  – 

поперечные и продольные дисперсии флуктуаций по-
лей деформации в состоянии 0+→s , V – объем тела. 

Можно показать, что в нагруженном состоянии 
свободные вершины продольных флуктуаций остаются 
неизменными, а для поперечных принимают вид [1]: 
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где 
ds
d

G
s τ
=θ

1)(  – касательный модуль упрочнения 

вдоль «классической» траектории нормированный на 
модуль сдвига. 

Соответствующие свободные корреляционные 
функции имеют вид: 
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где ννμμνμνμνμ =δ= eeeeCeeC nqpt ,...
2

,...
2 ,  – единичный 

вектор в направлении r, 2/1
0

−θξ=ξ – интервал корреля-
ций флуктуаций поперечной деформации.  
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Дисперсии флуктуаций полей поперечной и про-
дольной деформации выражаются соответственно:  
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и, поскольку за исключением узкой области в окрест-
ности макроупругости 1<<θ  и ><≈>< 2

2
2
1 εε , то 

><>>>< 2
2

2 ε)θ(ε . В дальнейшем ограничимся 

рассмотрением статистики лишь поперечных флуктуа-
ций полей деформации (значок «t» опустим). Произво-
дящий функционал поперечных флуктуаций может 
быть получен функциональным интегрированием 

][ μAW по полю nAμ : 
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Величины 2

1ε  и 1
0
−ξ  будем называть приведенной 

дисперсией флуктуаций полей деформации и фунда-
ментальным масштабом среды соответственно. Фор-
мально они определяются предельным переходом: 
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и могут быть получены из экспериментов по исследо-
ванию статистики полей деформации экстраполяцией в 
область 0+→s  [4, 7]. Континуальной теории упруго-
сти и пластичности соответствует предельный пере-
ход 00 →ξ . 

Дальнейший анализ эволюции полных корреляци-
онных функций флуктуаций полей деформации, в ча-
стности, установление законов подобия корреляцион-
ных радиусов в процессе нагружения, возможен в рам-
ках ренормгруппового анализа [5, 6]. 
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В последнее время в связи с широким применением 

индентирования для определения разнообразных физи-
ко-химических свойств твердых тел, все большее вни-
мание уделяется исследованию физических процессов, 
сопровождающих процесс формирования отпечатка и 
его восстановления. Это необходимо как для расшире-
ния круга задач, решаемых с его применением, так и 
целей оценки метрологических характеристик метода.  

Следует отметить, что сущность физических про-
цессов, происходящих при внедрении в исследуемый 
материал жесткого индентора, так же как и непосред-
ственно после снятия с него нагрузки, до сих пор оста-
ется во многом неясной. Основной причиной подобно-

го положения являются весьма сложные условия, при 
которых материал находится под индентором – высо-
кие локальные и неоднородные напряжения при высо-
ких скоростях деформации, что существенно усложня-
ет теоретический анализ ситуации. Следствием этих 
трудностей является отсутствие надежных методик по 
исследованию динамики формирования отпечатка и 
его восстановления в реальном масштабе времени.  

Одним из возможных способов решения этих про-
блем является исследование динамики изменения 
свойств материала непосредственно в зоне контакта, 
что позволяет определять ряд констант материала и 
выявить особенности процесса индентирования. 


