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Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ; èíòåðïîëÿöèÿ; ýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è; óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ðàññìîòðåíû ìåòîäû îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðåäëîæåííàÿ
ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

1. Âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
Îäíèìè èç ïåðâûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ áûëè çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè. Ïóñòü èçâåñòíû
çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè x(·) â ñèñòåìå òî÷åê t1, . . . , tn x(t1), . . . , x(tn). Êàê �âîññòàíîâèòü�
çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå τ?

Íàì õîòåëîñü áû ïî èíôîðìàöèè (x(t1), . . . , x(tn)) óêàçàòü ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû
ïðèíÿòü çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x(τ). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð,
ñîåäèíèòü òî÷êè (tj , x(tj)) ëîìàíîé èëè ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
ýòè òî÷êè (ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà). Íàêîíåö, ìîæíî ñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû ðàçëè÷íûõ
ñòåïåíåé, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òå æå òî÷êè.

Êàêîé èç âñåõ ýòèõ ìåòîäîâ ëó÷øå?
Âìåñòî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ýòîé ôóíê-

öèè ∫ b

a
x(t) dt

ïî òîé æå èíôîðìàöèè. Çäåñü òîæå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ: êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé, Ñèìïñîíà è ò.ä.

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìíîãèõ äðóãèõ
çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ.
Êàê ðàçîáðàòüñÿ âî âñåì ýòîì ìíîæåñòâå ìåòîäîâ?
Êàê èõ ñðàâíèâàòü è ìîæíî ëè âûáðàòü ëó÷øèé?
Êàê ñòðîèòü íîâûå õîðîøèå ìåòîäû?
Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè òîãî èëè èíîãî ìåòîäà òðåáóåò íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé, àïðèîð-

íîé èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, åñëè îöåíèâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè èëè âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà, òî ÷àñòî â êà÷åñòâå òàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè ó÷àñòâóþò îöåíêè ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
êàêîé-ëèáî èç ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x(·).

Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ ê ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:
ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðûé ìåòîä, à çàòåì èññëåäóåòñÿ åãî ýôôåêòèâíîñòü ñ ïîìîùüþ îöåíêè åãî
ïîãðåøíîñòè ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè, ñ êîòîðûìè ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò (íàïðèìåð,
ãëàäêîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ).

À.Í. Êîëìîãîðîâûì áûë èíèöèèðîâàí äðóãîé ïîäõîä ê ïîäîáíûì çàäà÷àì.
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2. Êîëìîãîðîâñêèé ïîäõîä ê çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ
Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, íà êîòîðîé õîðîøî âèäíà êîëìîãîðîâñêàÿ èäåÿ, ÿâèëàñü
çàäà÷à î ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåé (èëè îïòèìàëüíîé) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ïóñòü äàí íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé W . Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
∫ b

a
x(t) dt,

çíàÿ çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå êâàä-

ðàòóðíûå ôîðìóëû ∫ b

a
x(t) dt ≈

n∑

j=1

ajx(tj).

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, ò.å. ôîðìóëû, íà êîòîðîé
äîñòèãàëàñü áû íèæíÿÿ ãðàíü

a1,...,an∈R sup
x(·)∈W

∣∣∣∣
∫ b

a
x(t) dt−

n∑

j=1

ajx(tj)
∣∣∣∣.

Òàêîãî ðîäà ïîñòàíîâêè âïåðâûå ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàáîòàõ A. Sard (American J. of
Math., 1949) è C.Ì. Íèêîëüñêîãî (Óñïåõè ìàòåì. íàóê, 1950).

Â 1965 ã. Ñ.À. Ñìîëÿêîì áûëà ïîñòàâëåíà îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà.

3. Ïîñòàíîâêà Ñ.À. Ñìîëÿêà
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W ⊂ X, L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà X. Òðåáó-
åòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ Lx, x ∈ W , ïî çíà÷åíèÿì Ix = (l1x, . . . , lnx).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè

m : Rn → R.

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(L,W, I,m) = sup
x∈W

|Lx−m(Ix)|.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(L,W, I) = inf
m : Rn→R

e(L,W, I,m).

Ò å î ð å ì à 1.(Ñìîëÿê, 1965) Åñëè W � âûïóêëîå è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî,
òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ èìååòñÿ ëèíåéíûé, ò.å. èìåþùèé âèä

m̂(Ix) =
n∑

j=1

âjljx,

è
E(L,W, I) = sup

x∈W
Ix=0

|Lx|.
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4. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü X �
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y,Z � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, T : X → Z, I : X → Y
� ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà T íà ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî
íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ Ix.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ W íàì èçâåñòåí y ∈ Y òàêîé, ÷òî ‖Ix− y‖Y 6 δ.
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ

m : Y → Z.

X ⊃ W - Z
T

@
@R Y ¡

¡µI m

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, δ,m) = sup
x∈W, y∈Y
‖Ix−y‖Y 6δ

‖Tx−m(y)‖Z .

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(T,W, I, δ) = inf
m : Y→Z

e(T, W, I, δ,m).

Ë å ì ì à 1. Åñëè W � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî, òî

E(T,W, I, δ) > sup
x∈W

‖Ix‖Y 6δ

‖Tx‖Z .

Äîâîëüíî ÷àñòî ñàìî ìíîæåñòâî W çàäàåòñÿ â âèäå

W = {x ∈ X : ‖T0x‖Z0 6 δ0 },

ãäå Z0 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à T0 : X → Z0 � íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïîýòîìó çàäà÷è
âèäà

‖Tx‖Z → max, ‖T0x‖Z0 6 δ0, ‖Ix‖Y 6 δ, x ∈ X,

èãðàþò âàæíóþ ðîëü â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ.
Íàèáîëåå ÷àñòàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå òðè îïåðàòîðà T , T0 è I çàäàþòñÿ îäíèì îïåðàòîðîì, çà-

âèñÿùèì îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäûäóùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò
âèä

‖Trx‖ → max, ‖Tr1x‖ 6 δ1, ‖Tr2x‖ 6 δ2, x ∈ X.

Òàêîãî ðîäà çàäà÷è íàçûâàþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè: èçâåñòíû îöåíêè íîðì ïðè äâóõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà è íàäî îöåíèòü íîðìó ïðè íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.
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5. Òåîðåìà Àäàìàðà î òðåõ êðóãàõ è íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ

Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå

r1 6 |z| 6 r2.

Ïîëîæèì
M(r) = max

|z|=r
|f(z)|.

Ò å î ð å ì à 2. (Àäàìàð) log M(r) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî log r.
Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â ñëåäóþùåì âèäå: ïðè âñåõ r1 < r < r2 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

M(r) 6 M(r1)
log r2/r
log r2/r1 M(r2)

log r/r1
log r2/r1 .

Òåîðåìà Àäàìàðà î òðåõ êðóãàõ äàåò îöåíêó çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

M(r) → max, M(r1) 6 δ1, M(r2) 6 δ2.

Òî÷íîå ðåøåíèå åå (îíî äàåòñÿ â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé) áûëî íàéäåíî Ð. Ðîáèíñîíîì
â 1943.

Â 1913 ã. Ý. Ëàíäàó ðàññìîòðåë ïîäîáíóþ çàäà÷ó. Âìåñòî êðóãîâ îí ðàññìàòðèâàë ïðîèçâîä-
íûå. Äëÿ ôóíêöèé x(·) ∈ L∞(R+) ñ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà R+

è òàêèõ, ÷òî x′′(·) ∈ L∞(R+) îí ïîëó÷èë òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x′(·)‖L∞(R+) 6 2‖x(·)‖1/2
L∞(R+)‖x′′(·)‖

1/2
L∞(R+).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, èì áûëà ðåøåíà ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

‖x′(·)‖L∞(R+) → max, ‖x(·)‖L∞(R+) 6 δ1, ‖x′′(·)‖L∞(R+) 6 δ2.

Ñàì Àäàìàð â 1914 ã. ðåøèë òó æå çàäà÷ó äëÿ R.
Â 1939 ã. À.Í. Êîëìîãîðîâ ïîëó÷èë îáùèé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Îí íàøåë ðåøåíèå

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖x(k)(·)‖L∞(R) → max, ‖x(·)‖L∞(R) 6 δ1, ‖x(r)(·)‖L∞(R) 6 δ2.

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è
Kr−k

K
1− k

r
r

δ
1−k/r
1 δ

k/r
2 ,

ãäå

Km =
4
π

∞∑

s=0

(−1)s(m+1)

(2s + 1)m+1

� êîíñòàíòû Ôàâàðà.
Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà ïîëó÷èëè íàçâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ òèïà

Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà.
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6. Íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà
Îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé òàêîãî òèïà íåðàâåíñòâ, ãäå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî îáùèé ðå-
çóëüòàò, ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà.

Â 1939 ã. Õàðäè, Ëèòòëâóä è Ïîëèà äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ 0 < k < r èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(k)(·)‖L2(R) 6 ‖x(·)‖1− k
r

L2(R)‖x(r)(·)‖
k
r

L2(R),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈ Wr
2(R) (ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (r − 1)-àÿ

ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà R è x(r)(·) ∈ L2(R)).
Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òîì æå âèäå, êàê è òåîðåìó Àäàìàðà.
Ò å î ð å ì à 3. log ‖x(k)(·)‖L2(R) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà k.
Ìîæíî îïðåäåëèòü äðîáíûå ïðîèçâîäíûå (íàïðèìåð, ïî Âåéëþ), è òîãäà àðãóìåíò k ñòàíåò

íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé.
Ñàìî ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ïîçâîëÿåò ëåãêî ïåðåéòè îò òðåõ êðóãîâ â ñëó÷àå òåîðåìû Àäàìàðà

èëè òðåõ ïðîèçâîäíûõ â ñëó÷àå íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòòâóäà�Ïîëèà ê ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó êðó-
ãîâ èëè ïðîèçâîäíûõ. ×åì áîëüøå çíà÷åíèé âûïóêëîé ôóíêöèè èçâåñòíî, òåì òî÷íåå åå ìîæíî
îöåíèòü â ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå.

Ïóñòü k1 < . . . < kn è k1 6 k 6 kn. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖x(k)(·)‖L2(R) → max, ‖x(kj)(·)‖L2(R) 6 δj , j = 1, . . . , n,

x(·) ∈ Wkn
2 (R).

Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè (x, y) ìíîæåñòâî òî÷åê

M = co{ (kj , log δj), j = 1, . . . , n }.

Ïîëîæèì
θ(x) = min{ y : (x, y) ∈ M }.

0
-

6

x

θ(x)

A
A
A
A
A
AXXXXXX»»»»»»´

´
´

´
´
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´
´

q

kj1 kj2

q
q

kj3 kj4

q

kj5

q
q

q

q

q
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Ò å î ð å ì à 4.
sup

x(·)∈Wkn
2 (R)

‖x(kj)(·)‖L2(R)6δj , j=1,...,n

‖x(k)(·)‖L2(R) = eθ(k).

7. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ôóíêöèè y1(·), . . . , yn(·) ∈ L2(R), òàêèå, ÷òî

‖x(kj)(·)− yj(·)‖L2(R) 6 δj , j = 1, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ êàê ìîæíî òî÷íåå âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ x(k)(·).
Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ m : (L2(R))n →

→ L2(R).
Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

e(Dk,K, δ,m) = sup
x(·)∈Wkn

2 (R)

‖x(kj)(·)−yj(·)‖L2(R)6δj , j=1,...,n

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖L2(R),

çäåñü K = (k1, . . . , kn), δ = (δ1, . . . , δn) è y = (y1(·), . . . , yn(·)).
Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E(Dk, K, δ) = inf
m : (L2(R))n→L2(R)

e(Dk,K, δ,m).

Ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç kj1 , . . . , kjr òî÷êè èçëîìà ëèíèè θ(·). ×åðåç Fx(·) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ò å î ð å ì à 5. Ïðè âñåõ k1 6 k 6 kn

E(Dk,K, δ) = eθ(k).

Åñëè kjs < k < kjs+1, 1 6 s 6 r − 1, òî ìåòîä

m̂(y)(·) = (Ls ∗ yjs)(·) + (Rs+1 ∗ yjs+1)(·),
ãäå

FLs(τ) = (iτ)k
(kjs+1 − k)δ2

js+1
(−iτ)kjs

(kjs+1 − k)δ2
js+1

τ2kjs + (k − kjs)δ2
js

τ2kjs+1
,

FRs+1(τ) = (iτ)k
(k − kjs)δ2

js
(−iτ)kjs+1

(kjs+1 − k)δ2
js+1

τ2kjs + (k − kjs)δ2
js

τ2kjs+1
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè k = kjs, 1 6 s 6 r − 1, ìåòîä m̂(y)(·) = yjs(·) � îïòèìàëüíûé.

8. Òåîðåìà Àäàìàðà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
Ðàññìîòðèì îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â Rd

ut + (−∆)α/2u = 0,

u∣∣t=0
= f(x), f ∈ L2(Rd).
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Îïåðàòîð (−∆)α/2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(−∆)α/2g(x) = F−1(|ξ|αFg(ξ))(x),

ãäå F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(Rd), à F−1 � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x) = F−1(e−|ξ|
αtFf(ξ))(x)

Ò å î ð å ì à 6. log ‖u(t, ·)‖L2(Rd) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ t.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðè âñåõ τ , 0 6 t1 < τ < t2

‖u(τ, ·)‖L2(Rd) 6 ‖u(t1, ·)‖
t2−τ
t2−t1

L2(Rd)
‖u(t2, ·)‖

τ−t1
t2−t1

L2(Rd)
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å ñ n + 1 �êðóãîì�:

‖u(τ, ·)‖L2(Rd) → max, ‖u(tj , ·)‖L2(Rd) 6 δj , j = 1, 2, . . . , n,

f ∈ L2(Rd).

Â ïëîñêîñòè (t, y) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

M = co{ (tj , log δj), 1 6 j 6 n }+ { (t, 0) | t > 0 }

è
θ(t) = min{ y : (t, y) ∈ M }.

0
-

6

t

θ(t)
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Ò å î ð å ì à 7. Ïðè âñåõ τ > t1

sup
f∈L2(Rd)

‖u(tj ,·)‖
L2(Rd)

6δj , j=1,2,...,n

‖u(τ, ·)‖L2(Rd) = eθ(τ).
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Ðàññìîòðåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè 0 6 t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû yj(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

‖u(tj , ·)− yj(·)‖L2(Rd) 6 δj , j = 1, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ìîìåíò τ .
Êàê è ðàíåå, â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ

m : (L2(Rd))n → L2(Rd).
Äëÿ äàííîãî ìåòîäà m îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïîãðåøíîñòü

eτ (L2(Rd), δ,m) = sup
f(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(Rd)

‖u(tj ,·)−yj(·)‖L2(Rd)
6δj , j=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y)(·)‖L2(Rd),

Âåëè÷èíà
Eτ (L2(Rd), δ) = inf

m : (L2(Rd))n→L2(Rd)
eτ (L2(Rd), δ,m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì îíà äîñòèãàåòñÿ,
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ò å î ð å ì à 8. Ïðè âñåõ τ > t1

Eτ (L2(Rd), δ) = eθ(τ).

Ïóñòü tj1 < . . . < tjr � òî÷êè èçëîìà θ(·) è tjs < τ < tjs+1, òîãäà ìåòîä m̂(y)(·) =
= (Ls ∗ yjs)(·) + (Rs+1 ∗ yjs+1)(·), ãäå

FLs(ξ) =
(tjs+1 − τ)δ2

js+1
e|ξ|

α(tjs+1
−τ)

(tjs+1 − τ)δ2
js+1

e|ξ|
α(tjs+1

−tjs ) + (τ − tjs)δ2
js

e−|ξ|
α(tjs+1

−tjs )
,

FRs+1(ξ) =
(τ − tjs)δ2

js
e−|ξ|α(τ−tjs )

(tjs+1 − τ)δ2
js+1

e|ξ|
α(tjs+1

−tjs ) + (τ − tjs)δ2
js

e−|ξ|
α(tjs+1

−tjs )
,

îïòèìàëüíûé.
Åñëè τ > tjr , òî ìåòîä, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò y ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ ,

ñîâïàäàþùåãî â ìîìåíò âðåìåíè tjr ñ yjr(·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
1. Îïòèìàëüíûé ìåòîä ëèíååí è èñïîëüçóåò íå áîëåå äâóõ ïðèáëèæåííûõ èçìåðåíèé.
2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ èçìåðåíèé íàäî ñðåäè tj1 < . . . < tjr íàéòè áëèæàéøèå ê τ òî÷êè

èçëîìà ëèíèè θ(·).
3. Â òî÷êàõ, íå ïîïàäàþùèõ íà èçëîìû, ñäåëàííûå èçìåðåíèÿ ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ñ ïîìîùüþ

ïîñòðîåííîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî tj , tjs < tj < tjs+1 è δj > eθ(tj).
Äëÿ èçìåðåíèÿ yj(·) èìååì

‖u(tj , ·)− yj(·)‖L2(R) 6 δj .

À îïòèìàëüíûé ìåòîä â òî÷êå tj äàåò ïîãðåøíîñòü ìåíüøóþ, ÷åì δj

‖u(tj , ·)− m̂(y)‖L2(Rd) 6 eθ(tj) < δj .
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9. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
Äëÿ ïðîñòîòû îïèøåì ñõåìó ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äâóõ èçìåðåíèé
â ìîìåíòû t1 = 0 è t2 = T .

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

‖u(τ, ·)‖2
L2(Rd) → max, ‖u(0, ·)‖2

L2(Rd) = ‖f‖2
L2(Rd) 6 δ2

0,

‖u(T, ·)‖2
L2(Rd) 6 δ2

T , f ∈ L2(Rd).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ïëàíøåðåëÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å

1
(2π)d

∫

Rd

e−2|ξ|ατ |Ff(ξ)|2 dξ → max,
1

(2π)d

∫

Rd

|Ff(ξ)|2 dξ 6 δ2
0,

1
(2π)d

∫

Rd

e−2|ξ|αT |Ff(ξ)|2 dξ 6 δ2
T , f ∈ L2(Rd).

Â ýòîé çàäà÷å íåò ñóùåñòâîâàíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì åå ðàñøèðåíèå, ïåðåõîäÿ ê ìåðàì:
∫

Rd

e−2|ξ|ατ dµ(ξ) → max,

∫

Rd

dµ(ξ) 6 δ2
0,

∫

Rd

e−2|ξ|αT dµ(ξ) 6 δ2
T , dµ(ξ) > 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(dµ, λ0, λT ) =
∫

Rd

(
−e−2|ξ|ατ + λ0 + λT e−2|ξ|αT

)
dµ(ξ).

Çàòåì èùåòñÿ ìåðà dµ̂(ξ) è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂0, λ̂T òàêèå, ÷òî
(a) min

dµ(ξ)>0
L(dµ, λ̂0, λ̂T ) = L(dµ̂, λ̂0, λ̂T ),

(b) λ̂0

(∫

Rd

dµ̂(ξ)− δ2
0

)
+ λ̂T

(∫

Rd

e−2|ξ|αT dµ(ξ)− δ2
T

)
= 0.
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Äàëåå, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ y0(·), yT (·) ∈ L2(Rd) ðåøàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

λ̂0‖f(·)− y0(·)‖2
L2(Rd) + λ̂T ‖u(T, ·)− yT (·)‖2

L2(Rd) → min, f ∈ L2(Rd),

ãäå u(·, ·) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû
f(·).

Åñëè f̂(·) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî ìåòîä

m̂(y)(·) = û(τ, ·),

â êîòîðîì û(·, ·) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì f̂(·), �
îïòèìàëüíûé.

Ðàññìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî çàäà÷ó

∫

Rd

e−2|ξ|ατ dµ(ξ) → max,

∫

Rd

dµ(ξ) 6 δ2
0,

∫

Rd

e−2|ξ|αT dµ(ξ) 6 δ2
T , dµ(ξ) > 0. (1)

ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ σ0, σT > 0 çíà÷åíèå çàäà÷è

∫

Rd

e−2|ξ|ατ dµ(ξ) → max,

∫

|ξ|>σ0

dµ(ξ) 6 δ2
0,

∫

|ξ|6σT

e−2|ξ|αT dµ(ξ) 6 δ2
T , dµ(ξ) > 0 (2)

íå ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå çàäà÷è (1).
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé σ0, σT > 0, ïðè êîòîðûõ çíà-

÷åíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δT < δ0. Ïîëîæèì

σ̂0 =





(
1

2T
log

(( τ

T

) T
T−τ δ2

0

δ2
T

))1/α

,
δ2
T

δ2
0

<
( τ

T

) T
T−τ

,

0,
δ2
T

δ2
0

>
( τ

T

) T
T−τ

,

σ̂T =

(
1

2T
log

((
T

T − τ

)T
τ δ2

0

δ2
T

))1/α

.

Ò å î ð å ì à 9. Ïðè âñåõ 0 6 σ0 6 σ̂0 è σT > σ̂T çíà÷åíèÿ çàäà÷ (1) è (2) ñîâïàäàþò.
Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óäàåòñÿ ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-

íîâëåíèÿ.
Ò å î ð å ì à 10. Ïðè âñåõ 0 6 σ0 6 σ̂0 è σT > σ̂T ìåòîäû

m̂σ0,σT (y)(·) = (K0 ∗ y0)(·) + (KT ∗ yT )(·)
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îïòèìàëüíû; çäåñü

FK0(ξ) =





0, 0 6 |ξ| 6 σ0,

(T − τ)δ2
T e|ξ|α(T−τ)

(T − τ)δ2
T e|ξ|αT + τδ2

0e
−|ξ|αT

, σ0 < |ξ| < σT ,

e−|ξ|ατ , |ξ| > σT ,

FKT (ξ) =





e|ξ|α(T−τ), 0 6 |ξ| 6 σ0,

τδ2
0e
−|ξ|ατ

(T − τ)δ2
T e|ξ|αT + τδ2

0e
−|ξ|αT

, σ0 < |ξ| < σT ,

0, |ξ| > σT .

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 îêòÿáðÿ 2009 ã.

Osipenko K. Yu. Extremal problems of interpolation type and optimal reconstruction of linear operators.
Some methods of optimal reconstruction of linear operators are considered. Given scheme is applied to thermal
conductivity equation.

Key words: optimal reconstruction of linear operators; interpolation; extremal problems; thermal conducti-
vity equation.
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Ê ÒÅÎÐÅÌÅ ÄÀÓÃÀÂÅÒÀ

c© Ï.Ì. Ñèìîíîâ, À.Â. ×èñòÿêîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè ñ âåñîì; äèôôóçíûé îïåðàòîð;
òåîðåìà Äàóãàâåòà.
Â ñòàòüå ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ïóñòü Lp = Lp(Ω, Σ, µ), p ∈ [1,∞], áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî íà ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ áåçàòîìíîé ìåðîé. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà ïîäñòàíîâêè ñ âåñîì S : Lp → Lp êàíîíè÷åñêèé ïðîåêòîð
RS : M(Lp) → M(Lp), ïîðîæäåííûé ïîëîñîé RS := {S}dd, èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó. Èç
òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè îïåðàòîð K ∈ M(Lp) èìååò ìàæî-
ðàíòó V , äèçúþíêòíóþ ñ S (íàïðèìåð, K � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð), òî ||S + K|| > ||S||.
Ýòî óòâåðæäåíèå çíà÷èòåëüíî óñèëèâàåò ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé òåîðåìû
È.Ê. Äàóãàâåòà. Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ àíîíñèðîâàííàÿ çäåñü òåîðåìà ìîæåò
èìåòü â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðíûõ àëãåáð ìàæîðèðîâàíûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåí-
íûõ ðåøåòî÷íûìè ãîìîìîðôèçìàìè.

Îäíîé èç ïåðâûõ ïóáëèêàöèé ïî ïðîáëåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [1], âûçâàâøàÿ ñåðèþ èññëå-
äîâàíèé [2�5]. Ê ðåçóëüòàòàì ïîäîáíîãî òèïà îòíîñèòñÿ òåîðåìà Õàëìîøà-Ñàíäåðà ([6], òåîðåìà
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