
ISSN 1810-0198 Вестник ТГУ, т. 15, вып. 6, 2010

УДК 517.988.6

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ
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В данной работе получены достаточные условия сюръективности оператора Немыцко-
го, действующего из пространства непрерывных функций в пространство непрерывных
функций. Приведен пример, подтверждающий недостаточность данных условий для
накрываемости оператора Немыцкого.

Пусть C
(
[a, b],Rn

)
– метрическое пространство непрерывных на отрезке [a, b] функций

с метрикой ρC(x, x̃) = sup
t∈[a,b]

|x(t)− x̃(t)|. Для непрерывной функции f : Rn → R определим

равенством

(Nfx)(t) = f
(
x(t)

)
∀x ∈ C

(
[a, b],Rn

)
(1)

оператор Немыцкого Nf : C
(
[a, b],Rn

)
→ C

(
[a, b],R

)
. Далее мы сформулируем некоторые

свойства оператора Nf в предположении накрываемости функции f.

Напомним, что отображение F метрического пространства (X, ρX) в (Y, ρY ) называ-
ется α -накрывающим, если

∀ y ∈ Y, x0 ∈ X ∃x ∈ X : F (x) = y и ρX(x, x0) 6 α−1ρY

(
y, F (x0)

)
,

здесь α – некоторое положительное число. Очевидно, что каждое накрывающее отображе-
ние сюръективно. Обратное неверно.

Отметим, что накрывающие отображения подробно изучены в [1–5] и имеют многочис-
ленные приложения (см, например, [6]).

У т в е р ж д е н и е. Если функция f : Rn → R является непрерывной и α -накрывающей
для некоторого α > 0, то оператор Nf сюръективен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для произвольного отрезка [p, q] существует
непрерывная функция ϕ ∈ C

(
[p, q],Rn

)
такая, что f

(
ϕ(y)

)
≡ y.

Для каждого натурального m разобьем отрезок [p, q] точками ym
k = p + k(q − p)m−1,

k = 0,m. В силу сюръективности f существует x̃ ∈ Rn такое, что f(x̃) = p. Положим
xm

0 = x̃. В силу накрываемости f

∃xm
1 ∈ Rn : f(xm

1 ) = ym
1 и |xm

0 − xm
1 | 6 α−1|ym

0 − ym
1 |,

∃xm
2 ∈ Rn : f(xm

2 ) = ym
2 и |xm

1 − xm
2 | 6 α−1|ym

1 − ym
2 |,

· · ·

∃xm
m ∈ Rn : f(xm

m) = ym
m и |xm

m−1 − xm
m| 6 α−1|ym

m−1 − ym
m|.
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Зададим функцию ϕm : [p, q] → Rn так, чтобы ее график являлся ломаной, соединяющей
точки (ym

k , x
m
k ), k = 0,m. Очевидно, что заданная таким образом функция ϕm удовле-

творяет следующим свойствам:

ϕm(ym
k ) = xm

k , k = 0,m; (2)

|ϕm(y) − ϕm(ỹ)| 6 α−1|y − ỹ|, |ϕm(y)| 6 α−1(q − p) + |x̃| ∀ y, ỹ ∈ [p, q]. (3)

Из (3) следует, что семейство непрерывных функций {ϕm : m = 1, 2, ...} равномерно
ограничено и равностепенно непрерывно. Согласно теореме Арцела (см. [7]), множество
{ϕm : m = 1, 2, ...} предкомпактно в C

(
[p, q],Rn

)
, а значит имеет предельную точку

ϕ ∈ C
(
[p, q],Rn

)
. Не теряя общности, будем считать, что ϕm → ϕ при m → ∞. Пере-

ходя в (2) к пределу при m→ ∞, имеем: f
(
ϕ(y)

)
≡ y.

Докажем сюръектиность Nf , т. е. покажем, что

∀ y ∈ C
(
[a, b],R

)
∃x ∈ C

(
[a, b],Rn

)
: Nf (x) = y.

Для произвольного y ∈ C
(
[a, b],R

)
в силу теоремы Вейерштрасса существуют p, q ∈ R

такие, что y(t) ∈ [p, q] для любого t ∈ [a, b]. Выше мы доказали, что для данного отрезка
[p, q] существует непрерывная функция ϕ : [p, q] → Rn такая, что f

(
ϕ(y)

)
≡ y. Рассмот-

рим функцию x(·) = ϕ
(
y(·)
)
. Очевидно, что она определена на всем [a, b], непрерывна и

Nf (x) = y. Утверждение доказано.

Отметим, что в данном утверждении условие накрывания функции f существенно.
Так, например, из сюръективности f не следует сюръективность Nf . Проиллюстрируем
это следующим примером.

П р и м е р 1. Положим f : R → R,

f(x) =





x при x 6 0;
0 при x ∈ [0, 1];
x− 1 при x > 1.

Функция f, очевидно, сюръективна, непрерывна и не является накрывающей, поскольку
f(x) ≡ const при x ∈ [0, 1].

Рассмотрим уравнение Nf (x) = y. Здесь оператор Nf определен по формуле (1),
y(t) = t при всех t ∈ R. В силу сюръективности f для каждого t ∈ R найдется чис-
ло x(t) ∈ R такое, что f

(
x(t)

)
= t. Однако никакая функция x(·) такая, что Nf (x) = y,

не является непрерывной. Действительно, lim
t→−0

x(t) = 0, но lim
t→+0

x(t) = 1. Таким образом,

y(·) /∈ Nf

(
C(R,R)

)
, поэтому оператор Nf не является сюръективным.

Зададимся следующим вопросом. Верно ли, что из накрываемости f следует накрыва-
емость Nf . Отметим, что ответ на этот вопрос положителен, если Nf определен по фор-
муле (1) на пространстве существенно ограниченных функций L∞

(
[a, b],Rn

)
и действует

в L∞

(
[a, b],R

)
. Последнее напрямую следует из леммы 2 работы [6]. Однако в случае, ко-

гда Nf : C
(
[a, b],Rn

)
→ C

(
[a, b],R

)
, из накрываемости f не следует накрываемость Nf .

Проиллюстрируем это следующим примером.

П р и м е р 2. Положим:

f(x) ≡ |x1| − |x2|, x = (x1, x2).

Функция f : R2 → R является 1 -накрывающей. Действительно, для произвольных x0 =
(x1

0, x
2
0) и y положим x =

(
(y + |x2

0|)sign(x1
0), x

2
0

)
при y > 0, x =

(
x1

0, (−y + |x1
0|)sign(x2

0)
)

при y < 0. Тогда, очевидно, f(x) = y и |x− x0| = |y − f(x0)|.
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Покажем, что для заданной функции f оператор Немыцкого Nf : C
(
[−1, 1],R2

)
→

C
(
[−1, 1],R

)
не является α -накрывающим ни при каком α > 0. Для произвольного ε > 0

положим yε(t) ≡ ε, x0(t) ≡ (t, t). Рассмотрим уравнение

Nf (x) = yε

с неизвестным x ∈ C
(
[−1, 1],R2

)
. Множество решений этого уравнения содержит только

функции вида x(t) ≡
(
ε+ |ξ(t)|, ξ(t)

)
либо x(t) ≡

(
−ε−|ξ(t)|, ξ(t)

)
, здесь ξ : [−1, 1] → R –

произвольная непрерывная функция. Если x(t) ≡
(
ε+ |ξ(t)|, ξ(t)

)
, то

ρC(x, x0) = sup
t∈[−1,1]

∣∣∣∣(t, t) −
(
ε+ |ξ(t)|, ξ(t)

)∣∣∣∣ >
∣∣∣∣(−1, −1) −

(
ε+ |ξ(−1)|, ξ(−1)

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
(
−1 − ε− |ξ(−1)|, −1 − ξ(−1)

)∣∣∣∣ >
√

2.

В случае, когда x(t) ≡
(
−ε − |ξ(t)|, ξ(t)

)
, аналогично получим ρC(x, x0) >

√
2. Таким

образом, ρC(x, x0) >
√

2 для любого решения x уравнения Nf (x) = yε, а ρC

(
Nf (x0), yε

)
=

ε. Следовательно, для любого α > 0 найдется ε > 0 такое, что αρC(x, x0) > ρC

(
yε, Nf (x0)

)

для любого x : Nf (x) = yε. Поэтому Nf не является α -накрывающим оператором ни при
каком α > 0.
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Zhukovskiy S. E. On a class of surjective mappings in the continuous functions spaces.
Sufficient condition of Nemytskii’s mapping to be a surjection in the continuous functions spaces is

obtained. An example which shows that this condition is not sufficient for Nemytskii’s mapping to have
covering property is presented.
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