
���� ���������	 
��
��� ���� 
	 ��� ���	 �� ����

��� �����	�

���������	
�� ���
������
� �	�	�� �
�� �	 
������

���
	�����
� �
��
��

�© ���� ������

�������� ��	�
� ����������	
���� 
�	������ � �	�	����	����� ������������ �	�	�

��� 	�������������� �������

�
� 	��������� ������� 
������� ����������	
���� 
�	������ � �	�	����	����

�	����� 	�������������� ����

�� ������
�� �� 	�	
��������� �	��������� ��!
�


������	���� ��"���� #��� ������� �	 �������� ������� �����	��
���� ��

���� $	�

�	�	 ��"��	 � 
�
����� ���%������� !
	������ �	�	
���� �
������ �� ��� �	�
"����


�
����� �%�������	� �� ����������� �����
&���� ��"���� #��� ������� �	 �������

�����	��
���� ��

����


���
���������� �������� ������
��� �����
� ���������������� ��������� � �� ��!
�������


dx(t)
dt

= Ax(t) + Bx(t − r), t ∈ R
− = (−∞, 0], (1)

"�� x : R
− → R

n # r > 0 # A � B $  ��������� n × n 
������# detB �= 0 �
��� ��%�����"� 
�
���� t0 = 0 �  ����������� ��%������ ���&���

ϕ ∈ C = C
(
[−r, 0], Rn

)
�����
� '�( �
��� ������������ ��)���� x(·, ϕ) ��  ������

(−r,∞) # �����������*+�� ������* x(t, ϕ) = ϕ(t) # t ∈ [−r, 0] � �� ������� ������+��
�� ��%������ ���&���� 
�)���� �����
� '�( �� �*,�
 �����&�  ���-��������  ������

�-��  ��������# �� ������  �������� 
����� )�"�� .�/�

0���%� ����-����� ��)���� �����
� '�( �� �������������  ������ ��
������� �,���!
��� ����%��  ��������� ��)���� � ������� ����������� ���
���# &�& ,���  �����-��� �
��,��� .	/� 1� ������  �������� 
����� )�"�� � �� ���,�����
 "���,������
  �����������
H = L2

(
[−r, 0], Rn

)×R
n �� �&������
  �����������
 (ϕ,ψ) = ψ�(0)ϕ(0)+

∫ 0
−r ψ�(s)ϕ(s)ds,

 ���%��
 ��������� ����
Uxk = xk+1, k � −1.

0���� �������� � ������ U � ���������� ���
���
�

(Uϕ)(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

exp
(
A(t + Δ)

)
ϕ(0) +

t∫

−Δ

exp
(
A(t − s)

)
Bϕm(s) ds, t ∈ [−Δ, 0],

ϕ(t + Δ), t ∈ [−r,−Δ),

"�� ϕm(θ) = ϕ
(
θ − (m − 1)Δ

)
# θ ∈ [−r, 0] # Δ > 0 # mΔ = r # m ∈ N � 2�������� ����%�

����*��� ��&����&���
�# � ��� �� ��)���� �� ��������� 
���� ��"���������� 3�4� 5�!
������ .6/� 5�& &�& �� ������ �������

‖Ux − ϕ‖H = ‖Ux − ϕ‖HΔ
,

�� 7�� ����%� �� ��&�*� ��-���� �� "���,������  ����������� HΔ = L2

(
[−Δ, 0], Rn

)×R
n

�� �&������
  �����������
 (ϕ,ψ) = ψ�(0)ϕ(0) +
∫ 0
−Δ ψ�(s)ϕ(s) ds � 2�7��
� ��,����


���,�������*+�� ���&������ ����

Ω[x] = x�(0)Gx(0) +

0∫

−Δ

(
x�(s)Qx(s) + x′�(s)Px′(s)

)
ds, x ∈ W 1

2 [−Δ, 0],
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Mα[ϕ, x] = ‖Ux − ϕ‖HΔ
+ αΩ[x], x ∈ W 1

2 [−Δ, 0].

# � � � � 	 � � 
 
 � $� ����� det B �= 0 � ��	
� �
�
�
�
����
� ������� xα ��������

����������� �����
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����� ������������ 
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x′′ = P−1Qx + α−1P−1
(
ψ − z(θ)

)
,

ψ′ = −(B−1AB)�ψ − B�χ,

χ′ = Aχ + Bx

(2)
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x′(−r) = 0, ψ(−r) + αB�(
Gx(0) + Px′(0)

)
= z(−r),

ψ(0) = B�χ(0), x(0) = ϕm(−r).
(3)

!
��� ϕm(θ) ∈ HΔ " ���� 
� z �������� �����
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z′ = −(B−1AB)�z − B�ϕ1(θ), z(0) = B�ϕ(0),

α & ����� ����'
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��* � ($�$(/��$���4 �$� ���'""��
�$* ($/$5$ 66  �!!�"��#	 )"$�����*	 ���7	 �	 ��	 8 �	 9	 �7�-:�7�7	
7	 ������� ����	 ������� ���� +�
'/� "�1���* ���'""��
��; ($/$5	 +	, <$)�$� ����	
�	 
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DEFGHI J�K� LMNEOPFQRPSQHT HU PT QOO0VHWMX YPEZ[\ VFH]OM^ HT PT QTSMFIPO HU TMNPSQIM [POU0
OQTM� _HF PT PESHTH^HEW W\WSM^ HU OQTMPF FMSPFXMX XQ`MFMTSQPO MaEPSQHTW� bM cTX PW\^VSHSQZ
UHF^EOPW PTPO\SQZPOO\ XMSMF^QTQTN [Hb S[M FMNEOPFQRMX WHOESQHTW HU S[QW W\WSM^ HT P QTSMFIPO HU
S[M TMNPSQIM [POU0OQTM XMVMTXW HT S[M PX^QWWQ]OM MFFHF� d[M VFH]OM^ QW WHOIMX QT S[M UHOOHbQTN
WMSSQTN< PXXQSQHTPO W^HHS[TMW ZHTXQSQHTW PFM Q^VHWMX HT S[M QTQSQPO UETZSQHTW� ]ES S[M ZHTXQSQHTW
VFHIQXQTN P ZHTSQTEHEW MeSMTWQHT HU S[M WHOESQHTW HU S[QW W\W^MS SH PT QTSMFIPO HU TMNPSQIM [POU0OQTM
PFM IQHOPSMX�

()* +,-./< FMSPFXMX XQ`MFMTSQPO MaEPSQHTf QOO0VHWMX VFH]OM^Wf PW\^VSHSQZ ^MS[HXW�

$$C.
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 ��
�
�� [0, T ] �	���	
���	

�" �A�	��"
�	" ���

�	

���	
dx(t)

dt
= f(t, x, u), (1)

��
 ?	@��&! �
�
�� ���

�& x ∈ R
n � �	 �A�	��
��
 �	��B
�& �
��

���
���
 ���	���
��"

u ∈ P � P ⊂ R
m C ���A	�
� D�
�
� ���B
�
�� U(t0, T ) � t0 ∈ [0, T ] ��A��
��&� �A�	��
�

��! C �@�
���&� ?���$�! u(·) : [t0, T ] �→ P � E�	
�
���" ���	���
���! ���

�& F<G� �&�

���"H	" �@ �	�	����! 
���� (t0, x0) ∈ clΠT A�� ��@�
!�
��
� �A�	��
��" u(·) ∈ U(t0, T ),
� �@�	�	

�" �������� x(·) = x

(·; t0, x0, u(·)) : [t0, T ] �→ R
n. :	�
�
�� �A�	��
��" u(·)

�$
���	

�" � A���H�I ?���$���	�	 J���$	

I
(
t0, x0;u(·)) = σ

(
x
(
T ; t0, x0, u(·))) +

T∫

t0

g
(
t, x(t), u(t)

)
dt → min

u∈U(t0,T )
. (2)

������	�� ΠT � clΠT � �@�	��� A����& � A���
�	��
�
 R
n+1 , ΠT = (0, T ) × R

n,
cl ΠT = [0, T ] × R

n.
K	�	�	 �	���	
���	

�" A�� ��
��IH�� A�
�A���B
��"��

A′
1. #���$�� f(t, x, u) � g(t, x, u) � F<G� FLG �A�
�
�
�& � �
A�
�&��& �	 clΠT × P,

��H
�
��I
 �
A�
�&��&
 A� (t, x, u) ∈ ΠT × P �	�
�&
 A���@����&
 ∂fi(t,x,u)
∂xj

, ∂g(t,x,u)
∂xj

,

i ∈ 1, n, j ∈ 1, n, ���	���
��&
 ����
	�
�! L1 > 0 �
A′

2. E
����	���	" ?���$�" A�	
& σ(x) � FLG �A�
�
�
�	 � �
A�
�&��	 �	 R
n ��
�
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�&�� A���@����&�� ∂σ
∂xi

� i ∈ 1, n �

D�
�
� ?���$�I �	����
��	 H(t, x, p) = min
u∈P

〈p, f(t, x, u)〉 + g(t, x, u) � ���B
�
��

U0(t, x, p) = {u0 ∈ P : 〈p, f(t, x, u0)〉 + g(t, x, u0) = H(t, x, p) �

<<>M


