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D���7 R
n E n #�
���
 �
������
 %����������� � ������ | |, comp[Rn] E ����
����

��
$ �
%����$ ���%����� %����������� R
n.

D���7 - E ������������
 %����������� � ������ ‖ ‖�. =��"����� BX [x, ε] E

�������� F�� %����������� X �  
����� � ����
 x ∈ X � ��
����� ε > 0. D���7

U ⊂ X. ���
� U E "�������
 ����
���� U ; co U E ��%����� �������� ����
���� U ;
h+
�

[U1; U ] ≡ sup
x∈U1

ρ�[x,U ] E %���������
��
 %� G���
��!� ����
���� U1 ⊂ - �� ����
#

���� U � %����������
 -; h�[U1; U ] = max{h+[U1; U ];h+[U ; U1]} E ���������
 %� G��#

�
��!� �
�
� ����
������ U1 � U � %����������
 -.

D���7 U ∈ [a, b] E �"�
����
 %� H
�
�� ����
����� =��"����� .n(U) %�����������

�������
��$ %� H
�
�� !��� �� x : U → R
n � ������ ‖x‖Ln(U) =

∫
U
|x(s)|ds.

D���7 tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tm < b) E ���
���� ����� ���
�� =��"����� �
#

�
" /̃
n
[a, b] ����
���� ��
$ �
%�
�����$ �� ���
�� �" ���
������ [a, t1], (t1, t2], . . . ,

(tm, b] �������
���$ !��� �� x : [a, b] → R
n, ��
&'�$ %�


�� �%���� � �����$ tk,

k = 1, 2, . . . , m, � ������ ‖x‖
˜�

n
[a,b]

= sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.
���������� "�
���

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ [a, b], (1)

Δ(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . , m, (2)
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x(a) = x0, (3)

���������	� F : [a, b] × R
n → comp[Rn] 
���
�������� 
�
��	�� ����������	� ���������

�	� Ik : R
n → R

n, k = 1, 2, ..., m, ����������� Δ(x(tk)) = x(tk + 0) − x(tk),
k = 1, 2, ..., m.

��� �������� ��	�
� ������� �
��� ���	���� �
� !	" x ∈ �̃
n
[a, b], �
�  �����#

�
$����
�� �� �� q ∈ Ln[a, b], %�� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] ����
������ � 
"%��	�
q(t) ∈ F (t, x(t)) 	 ��	 ���& t ∈ [a, b] 	���� ����� ��������
��	�

x(t) = x0 +

t∫
a

q(s)ds +
m∑

k=1

χ(tk,b](t)Δ(x(tk)), (4)

'�� Δ(x(tk)), k = 1, ...m 
���
������"� ���������� �(��
���)��%	� %���) K([a, b]×R

n× [0,∞)) ��������� ���& �
� !	# η : [a, b]×R
n× [0,∞) →

→ [0,∞), ��
���"$	& �
��
"$	�	 ���#�����	*
�� ��	  ����& (x, δ) ∈ R

n × [0,∞) �
� !	� η(·, x, δ) 	)���	��+
(� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] 	 ���& δ ∈ [0,∞) �
� !	� η(t, ·, δ) ����������+
�� �
�  ����& U ∈ comp[Rn] 	 δ ∈ [0,∞) �
$����
�� �� �� �
��	�
���� �
� !	�

mU,δ : [a, b] → [0,∞), %�� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] 	 ���& x ∈ U 	 τ ∈ [0, δ] ����
������
����������� η(t, x, τ) � mU,δ(t);

,� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] 	  ����'� x ∈ R
n ����
��"��� ��������� lim z→x

δ→0+0
η(t, z, δ)

= 0, η(t, x, 0) = 0.
-����	� � ������
��		 ��������� K([a, b]×R

n×[0,∞)) 
�
��	� � �� ��
�� �	
���� ����
�����	�� �  ������ �
� !	� mU,δ(·) ����  ��������� .���������
"$�� /���
 ��������	"

������������ ��������� K([a, b] × R
n × [0,∞)) ���)��%	� %���) K̃([a, b] × R

n × [0,∞)).
P ([a, b]×R

n × [0,∞)) 0 ��������� ���& �
� !	# η : [a, b]×R
n × [0,∞) → [0,∞), ��
��

��"$	& ����	 ���#�����	 	) ��������� �
� !	# K([a, b] × R
n × [0,∞)), � �� �� 
���
��

�����"$	& �
��
"$	� 
�
��	��* �
�  ����& U ∈ comp[Rn] 	 δ ∈ (0,∞) ��#�
��� �� 	�
%	�
� r(U, δ) > 0 	 β(U, δ) � 0, %�� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] ���& x ∈ U %	�
� r(U, δ)

���
�������� ����������
 r(U, δ) � η(t, x, δ), � �
� %	�
� β(U, δ) ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b]
	 ���& x ∈ U 	 τ ∈ [0, δ] 	���� ����� �!�� � η(t, x, τ) � β(U, δ).

�
��� ψ(·, ·, ·) ∈ K̃([a, b]×R
n× [0,∞)). ������
	� �
� !	" ϕ(ψ) : [a, b]×R

n× [0,∞) →
→ [0,∞) ����������

ϕ(ψ)(t, x, δ) = sup
y∈B[x,ψ(t,x,δ)]

h[F (t, x), F (t, y)]. (5)

-��%��	� �
� !		 ϕ(ψ)(·, ·, ·) � ��% � (t, x, δ) �
��� ��)����� ��	�
�� �������������

����������� F : [a, b] × R
n → comp[Rn] � ��% � (t, x) �� ���������# x � 1���

B[x, ψ(t, x, δ)], �
� !	" ψ(·, ·, ·) 0 �������� ��	���� ��	�
� ������������� 	
	 ������
���	
��� ������������	� � ���
 �
� !	" ϕ(ψ)(·, ·, ·) 0 �������� ��	�
� �������������

	
	 ������ ���

�� ������������	 ���������	� F : [a, b] × R
n → comp[Rn] �����	��
���

���	
�� ������������	 ψ(·, ·, ·) 2��34�
5
��� '����	��� %�� ���'�)��%��� ���������	� F̃ : [a, b] × R

n × [0,∞) → comp[Rn]
�������������� ���������	� F : [a, b] × R

n → comp[Rn], ��
	 ��#����� �� �� �
� !	�
ξ(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R

n × [0,∞)), %�� ��	 ��%�	 ���& t ∈ [a, b] 	 ���& (x, δ) ∈ R
n × [0,∞)

����
������ �!�� �
h[F (t, x), F̃ (t, x, δ)] � ξ(t, x, δ). (6)

���������	� F̃ (·, ·, ·) �
��� ��)����� ���������������� ����������� F (·, ·) 	
	 ������
����� �	�	�
"$	�� 6
� !	� ξ(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R

n × [0,∞)) � ����������� �7� �������

��� ������� �
	)���	 )��%��	� F̃ (t, x, δ) � ��% � (t, x) ∈ [a, b] × R

n  )��%��	" F (t, x)

�8,8
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��� ������� 	
��
��
������ δ ∈ [0,∞). ��� 	����
� ξ(·, ·, ·) ����� ����
��� ��������

���	
���
���� 
�
�	������ F : [a, b] × R
n → comp[Rn] 
�
�	������
 F̃ : [a, b] × R

n ×
× [0,∞) → comp[Rn] 
�
 ������ �������� �������
���

�

���� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) ����� ����
��� ���	
���
����� 
�
�	������ F (·, ·) 
�
 ����

��� �������
���
��� ���� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) ����� ����
��� ���	
���
����� ��
�����

�
� ���
 ��
 �� �
 
��! t ∈ [a, b] 
 
��! (x, δ) ∈ R
n × [0,∞) 
���������� 
��� ��
�

F (t, x) ⊂ F̃ (t, x, δ).
"�� ��
� �������
�
���#��� ���������
� F̃ (·, ·, ·) ����� 
� 
������� � ���������

�������� �� ����
� ������� ����� ������ ��������� 	����
��

η(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R
n × [0,∞)).

$ �
��
 � %�
� ��������
� ���������
� Qη : [a, b] × R
n × [0,∞) → comp[Rn], �������

������ ��
����
��

Qη(t, x, δ) = F̃ (t, x, δ)η(t,x,δ), (7)

��� 	����
� η(·, ·, ·) ∈ K([a, b]×R
n× [0,∞)) 
 ������ �� �� (t, x) ∈ [a, b]×R

n ��
 ������

	
��
��
����� δ ∈ [0,∞) ���������� �����&����� 
� 
����
� ��� ��
� �������
�
���

�#��� ���������
� F̃ (·, ·, ·). '����� 	����
� η(·, ·, ·) ����� ����
��� 	�����

 �������

�
�
������ ���	
���
�	�����
 
�
�	������ F̃ (·, ·, ·) 
�
 ������ ���
���� 
��&�
! 
���

��#��
��

����� η(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R
n × [0,∞)) 
 ����� ���� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) �������
�
����

���������
� F (·, ·). (�������
� ��
 ������ 	
��
��
����� δ ∈ [0,∞) �
		�����
����

��� 
��� ��
�

ẋ(t) ∈ Qη(t, x(t), δ), t ∈ [a, b], (8)

��� ���������
� Qη : [a, b] × R
n × [0,∞) → comp[Rn] ������ ��
����
�� )*+� '
		�����

�
������ 
��� ��
� ),+ ����� ����
��� ���	
���
�	����
 �����	��������
� ���������

)-+ � ������
� �
�
������
��

.����� ��&��
� x : [a, b] → R
n �
		�����
������� 
��� ��
� ),+ � 
���������
 
���

�����

��
 )/+ 
 �� ������ �������
�� )0+ ����� ����
��� δ �	������
 )��
��
������

��&��
��+ ��������� )-+�

����� ���������
� F : [a, b] × R
n → comp[Rn] ���
���
����� ����

�� .���������
�

(�������
� ���� � .�&


ẋ(t) ∈ co F (t, x(t)), t ∈ [a, b], (9)

Δ(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . , m, (10)

x(a) = x0, (11)

��� co F (·, x(·)) 1 
������� ����� �� �������
� F (·, x(·)), ���������
� Ik : R
n → R

n,
k = 1, 2, ..., m, �������
��� Δ(x(tk)) = x(tk + 0) − x(tk), k = 1, 2, ..., m.

2����� 
�  ���� H(V ), Hco(V ) �������
� ��&��
� ���� )-+1)0+ 
 )3+1)--+� ����
���

��
����� ��
�������#
! �������
� V ∈ �̃
n
[a, b], �  ���� Hη(δ)(V ) 4 �������
� 
��!

δ ���&��
� ���� 
 )3+1)--+ ��
 �������� δ > 0, ��
�������#
! �������
� V ∈ �̃n
[a, b].

"������
� %�
! �������
 ����� ��������

��� 
 ����������
� �̃
n
[a, b],  ���� V δ �����

������ ��� ��������� δ ������������ �������
� V 
 ����������
� �̃
n
[a, b].

����� ���� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) �������
�
���� ���������
� F co lon[a, b]×R
n → comp[Rn]


�����
���

5 � � � � � � -�  ���� V ! 
�	�������
� ��
����
� 
�
�����
 �	
��	������ �̃
n
[a, b],

� ����� ψ(·, ·, ·) ∈ P ([a, b]×R
n×[0,∞)). "����# ����� ��	� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) ���	
���
�	��

�� 
�
�	������ F (·, ·) ��
�����
� $
��� ��� ���
� �������
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η(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R
n × [0,∞)), ��� ������� 	
��	�

�� ����� ��	�� ε > 0, ��� ���

����� 
	�� t ∈ [a, b] 
	�� x ∈ (U(V ))ε � δ ∈ [0,∞) 
��������	� ������

ϕ(ψ)(t, x, δ) � η(t, x, δ),

� 	���
����
� ��
��	�
�

Hco(V ) =
⋂
δ>0

Hη(δ)(V δ), (12)

��� Hη(δ)(V δ) � ��������� 
 ���	����	�
� �̃
n
[a, b] �����	�
� Hη(δ)(V δ), V δ � ���

���
��� 
 ���	����	�
� �̃
n
[a, b] δ �����	���	�� �����	�
� V.

����� V � ��	
��
����� �
������� ��������� �	���	
����
 �̃
n
[a, b]. ����� ����	����


�� ������	������ ����������������� 
�������� ��� 
	�����
� �� ������������ �����
�

��� �����	�
� V ⊂ �̃
n
[a, b] ����	������� 
������ 
���
����� �� ���		�

Ω ⊆ K([a, b] × R
n × [0,∞)), ���� ��� �����  ���!�� η(·, ·, ·) ∈ Ω �"��������� 	
�������

H(V ) =
⋂
δ>0

Hη(δ)(V δ). (13)

# � � 	 � � 
 $%  
	�� V � ������������ �����
��� �����	�
� ���	����	�
� �̃
n
[a, b].

!����" �
	�� ���� (F̃ (·, ·, ·), ξ(·, ·, ·)) ������	����
�� ���#������� F (·, ·) 
��������$ %��
��� ��� ����" ���#� ��� ��#�� �
����� η(·, ·, ·) ∈ K([a, b] × R

n × [0,∞)) ������	������
����������������� 
�������� #��� 
	�����
�" ���#������ � ��	�������" ���#� ��� ���

���� (1)−(3) �� �����	�
� V 
��������	� ��
��	�
�

H(V ) = Hco(V ).

����������
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?@ABCDEF G%H%� IDEJEKELMEF N%N%� OPAPQQEFC R%N% GSTJQUEUPL QKEQVKUPVS EW UMV SVU EW δ =
SEA@UPEXS UE YPZVKVXUPCA PXLA@SPEX [PUM PJQ@ASVS% HX UMV [EKD UMVKV PS BPFVX UMV YV\XPUPEX EW UMV

δ =SEA@UPEX UE YPZVKVXUPCA PXLA@SPEX [PUM PJQ@ASVS% ]MV CSTJQUEUPL QKEQVKUPVS EW SEA@UPEXS SVUS UE
CQQKE^PJCUPXB YPZVKVXUPCA PXLA@SPEXS [PUM V^UVKXCA YPSU@K_CXLV CKV YVKPFVY% ]MV XVLVSSCKT CXY

S@`LPVXU LEXYPUPEX EW SUC_PAPUT EW CQQKE^PJCUPEXS EW YPZVKVXUPCA PXLA@SPEXS KVSQVLU UE V^UVKXCA

YPSU@K_CXLVS PS WE@XY%
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N�%1E Y = Y ([a, b], Rn) O /�&�<!"! =(!%1(�&%1"! :�& 9*0, !=($'$�$&&2< &� [a, b], %!
;&�+$&*7.* " R

n * &!(.!0 ‖·‖Y ; L∞([a, b], μ, Rn) O =(!%1(�&%1"! *;.$(*.2< %�?$%1"$&&!
!�(�&*+$&&2< :�& 9*0 y : [a, b] → R

n % &!(.!0 ‖y‖L∞ = P�	� supt∈[a,b] |y(t)|.
D = ( $ ' $ � $ & * $ I� D=$(�1!( Ψ : Y → Y &�;2"�$1%7 "!�E1$((!"2. QIR, $%�* '�7

"%7 !�! ξ ∈ (0, b−a) * �>/2< y1, y2 ∈ Y *; 1!�!, +1! y1(t) = y2(t) &� [a, a+ξ], %�$'�$1
(Ψy1)(t) = (Ψy2)(t) &� [a, a+ξ].

B%>'� &*6$ =($'=!����$1%7, +1! " =(!%1(�&%1"$ Y "2=!�&$&! V ��%�!"*$ QSR� '�7 =(!�
*;"!�E&2< y ∈ Y, {yi} ⊂ Y, 1� *< +1! ‖yi−y‖Y → 0, * �>/!�! ξ ∈ (0, b−a), $%�* yi(t) = 0
&� [a, a+ξ] =(* "%$< i = 1, 2, . . . , 1! y(t) = 0 &� [a, a+ξ].

5�7  �6'!�! ξ ∈ (0, b−a) !/!;&�+*. Yξ = Y ([a, a+ξ], Rn) �*&$0&!$ =(!%1(�&%1"! %�6$�
&*0 yξ &� [a, a+ξ] :�& 9*0 y ∈ Y. T�'�'*. &!(.� " U1!. =(!%1(�&%1"$ (�"$&%1"!.
‖yξ‖Y [a,a+ξ] = inf ‖y‖Y , �'$ &*6&77 �(�&E "2+*%�7$1%7 =! "%$"!;.!6&2. =(!'!�6$&*7.
y ∈ Y :�& 9** yξ. -!�'�, " %*�� V ��%�!"*7, =(!%1(�&%1"! Yξ %1�&!"*1%7 /�&�<!"2.�
N!�!6*., Yb−a = Y.

B!;E.$. �>/!$ ξ ∈ (0, b−a). N�%1E !1!/(�6$&*$ Pξ : Yξ → Y =(!*;"!�E&2. !/(��
;!. '!!=($'$�7$1  �6'20 yξ ∈ Yξ &� "$%E !1($;! [a, b]. 5��$$ ;�'�'*. !1!/(�6$&*$
Eξ : Y → Yξ, (Eξy)(t) = y(t), t ∈ [a, a+ξ]. N(* ξ = b − a U1* !1!/(�6$&*7 Pb−a, Eb−a :
Y → Y %+*1�$. 1!6'$%1"$&&2.*� 5�7 "!�E1$((!"� !=$(�1!(� Ψ : Y → Y !=($'$�*.
!=$(�1!( Ψξ : Yξ → Yξ, Ψξyξ = EξΨPξyξ.
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