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Dykhta V.A. Hamilton�Jacobi inequalities in the optimal control theory: smooth duality and control
improvement. For classical optimal control problem with terminal constraints, new variants of the Caratheodory
and Krotov types global necessary and su�cient optimality conditions are proposed and compared. In a spirit
of so-called Hamilton-Jacobi canonical optimality theory, these conditions are obtained by using some sets of
strongly monotone solutions to the corresponding Hamilton-Jacobi inequality and have forms of duality relations
between the optimal control problem and an extremal problems on the sets of strongly monotone Lyapunov
type functions. A control improvement procedure is proposed using the Hamilton-Jacobi inequality for weakly
monotone functions and the method of proximal (or extremal) aiming.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåàíòàãîíèñòè÷åñêàÿ ïîçèöèîííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà; ñòðàòåãèè;
äâèæåíèÿ; ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ïî Íýøó; íåóëó÷øàåìîå ïî Ïàðåòòî ðåøåíèå; ðåøåíèå ïî
Øòàêåëüáåðãó.
Ïðèâåäåíû îñíîâíûå èäåè è ðåçóëüòàòû òåîðèè íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîçèöèîííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãð.

1. Äèíàìèêà.
Ïóñòü äèíàìèêà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ =
m∑

i=1

fi (t, x, ui) , m > 2 (1)

x ∈ Rn, t ∈ [t0, ϑ] , ui ∈ Pi ∈ compRpi ,

x(t0) = x0,

ãäå óïðàâëåíèå ui ïîä÷èíåíî i-îìó èãðîêó. Ïóñòü çàäàíû l ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà âèäà

Ii = σi(x(ϑ)), i = 1, ...m (2)

ãäå l 6 m.
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Ïðåäïîëàãàåì,÷òî ôóíêöèè fi íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, ëèïøèöåâû ïî x è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé íà [t0, ϑ] , ôóíêöèè σi−íåïðåðûâíû.

Ñëó÷àé l = m

1) I1 = ... = Im = I - çàäà÷à êîìàíäíîãî óïðàâëåíèÿ (team problem).
2) I1 = ... = Ik = I, Ik+1 = ... = Im = −I, 1 6 k 6 m − 1 - ãðóïïîâàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ

äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà (ãðóïïîâàÿ ÀÄÈ).
3) îñòàëüíûå ñëó÷àè - íåàíòàãîíèñòè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà (ÍÀÄÈ).
Ñëó÷àé l < m

4) I1 = ... = Il = I - çàäà÷à êîìàíäíîãî óïðàâëåíèÿ c íåèçâåñòíîé äèíàìè÷åñêîé ïîìåõîé,
ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ãðóïïîâàÿ ÀÄÈ (ïðè l = 1 - êàê îáû÷íàÿ ÀÄÈ).

5) îñòàëüíûå ñëó÷àè - ÍÀÄÈ ïðè íàëè÷èè äèíàìè÷åñêèõ ïîìåõ.
2. Ôîðìàëèçàöèÿ ñòðàòåãèé è äâèæåíèé â ÍÀÄÈ.

Ìû èñïîëüçóåì ôîðìàëèçàöèþ ñòðàòåãèé è äâèæåíèé â íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîçèöèîííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ, àíàëîãè÷íóþ ôîðìàëèçàöèè â àíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîçèöèîííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãðàõ [1, 2] ñ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé [3].

Ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà i: Ui ÷ {ui(t, x, ε), βi (ε)}, i = 1, 2, ...m, ãäå ui(·) - ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïîçèöèè (t, x) è ïàðàìåòðà òî÷íîñòè ε ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå
Pi. Ôóíêöèÿ βi : (0,∞) → (0,∞) íåïðåðûâíà, ìîíîòîííà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ βi (ε) → 0 ïðè
ε → 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε âåëè÷èíà βi(ε) åñòü âåðõíÿÿ ãðàíèöà øàãà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [t0, θ],
êîòîðîå âûáèðàåò èãðîê i ïðè ôîðìèðîâàíèè àïïðîêñèìàöèîíííûõ äâèæåíèé.

Ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèÿ äâóõ òèïîâ: àïïðîêñèìàöèîííûå è ïðåäåëüíûå.
Àïïðîêñèìàöèîííîå äâèæåíèå x [·, t0, x0, U1, ε1, ∆1, ..., Um, εm, ∆m] ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðîâ òî÷íîñòè èãðîêîâ ε1, ...εm, ôèêñèðîâàííûõ ðàçáèåíèÿõ ∆1 = {t(1)

i }, ..., ∆m =
= {t(m)

k } îòðåçêà [t0, θ], âûáèðàåìûõ êàæäûì èãðîêîì ïðè óñëîâèè δ(∆i) 6 βi(εi), i = 1, ..., m.

Çäåñü δ(∆i)=max
s

(t(i)s+1 − t
(i)
s ).

t0

tt1

(i)
t2

(i)
tn

(i)

i

q

Ïðåäåëüíîå äâèæåíèå, ïîðîæäåííîå íàáîðîì ñòðàòåãèé (U1, ...Um) èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè
(t0, x0), åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x[t]=x[t, t0, x0, U1, ...Um], ÿâëÿþùàÿñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìàöèîííûõ äâèæåíèé

{x [t, ts0, x
s
0, U1, ε

s
1, ∆

s
1, ..., Um, εs

m, ∆s
m]}

ïðè s →∞, εs
i → 0, ts0 → t0, xs

0 → x0, δ(∆s
i ) 6 βi(εs

i ), i = 1...,m.
Íàáîð ñòðàòåãèé (U1, ...Um) ïîðîæäàåò íåïóñòîå êîìïàêòíîå (â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C[t0, θ])
ìíîæåñòâî X(t0, x0, U1, ...Um), ñîñòîÿùåå èç ïðåäåëüíûõ äâèæåíèé x[·, t0, x0, U1, ...Um].

3. Âûáîð ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Ðàâíîâåñíîå ïî Íýøó ðåøåíèå (N-ðåøåíèå):
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Íàáîð ñòðàòåãèé (UN

1 , ...UN
m ) îáðàçóåò N -ðåøåíèå, åñëè

∀x∗(·) ∈ X(t0, x0, U
N
1 , ...UN

m ), ∀ τ ∈ [t0, ϑ), ∀i ∈ 1,m

maxσi(x(ϑ, τ, x∗(τ), UN
1 , ...UN

i−1, Ui, U
N
i+1, ...U

N
m )) 6
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minσi(x(ϑ, τ, x∗(τ), UN
1 , ..., UN

i , ...UN
m )),

ãäå îïåðàöèè max è min áåðóòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâàì ïðåäåëüíûõ äâèæåíèé.
Íåóëó÷øàåìîå (ïî Ïàðåòî) N-ðåøåíèå (P ∗-ðåøåíèå):

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. N -ðåøåíèå (UP ∗
1 , ...UP ∗

m )îáðàçóåòP ∗-ðåøåíèå, åñëè ∀(UN
1 , ...UN

m )
ëèáî ïðè êàæäîì i, i = 1, ..., m, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

σi(x(ϑ,UN
1 , ..., UN

i , ...UN
m )) = σi(x(ϑ,UP

1 , ...UP
m)),

ëèáî íàéäåòñÿ j , òàêîå,÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

σj(x(ϑ,UN
1 , ..., UN

i , ...UN
m )) < σj(x(ϑ,UP ∗

1 , ...UP ∗
m ))

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Hi -ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê P ∗- ðåøåíèå, íàèëó÷øåå äëÿ
i−èãðîêà.

Ðåøåíèå ïî Øòàêåëüáåðãó â èåðàðõè÷åñêîé èãðå (m = 2) ñ ëèäåðîì i-ûì èãðîêîì
(Si−ðåøåíèå)

ẋ = f1 (t, x, u) + f2 (t, x, v) (3)

Îïðåäåëèì S1-ðåøåíèå.
Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ïåðâûé èãðîê-ëèäåð îáúÿâëÿåò ñòðàòåãèþ

U∗ ÷ u∗(t, x, ε), β1(ε)} äî íà÷àëà èãðû.
Ïðåäïîëîæåíèå 2. Âòîðîé èãðîê - âåäîìûé ðàöèîíàëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí âûáèðàåò ñâîþ

ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ
σ2(x(ϑ, t0, x0, U

∗, V )) −→ max
V

Ïóñòü K2(U∗)−ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ñòðàòåãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúÿâëåííîé ñòðàòåãèè
ïåðâîãî èãðîêà U∗.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à
σ1(x(ϑ, t0, x0, U, V ∈ K2(U))) −→ max

U
,

è ïóñòü (US1 � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òîãäà
Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïàðà ñòðàòåãèé (US1, V ∈ K2(US1)) îáðàçóåò S1-ðåøåíèå.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ S2-ðåøåíèå.

4. Ðàñøèðåííûé íàáîð ýëåìåíòîâ èãðû.
1.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìíîæåñòâî èãðîêîâ, îãðàíè÷åíèÿ íà èõ óïðàâëå-

íèÿ.
2.Ôîðìàëèçàöèÿ ñòðàòåãèé è ïîðîæäàåìûõ èìè äâèæåíèé.
3.Ôóíêöèè âûèãðûøà.
Ýëåìåíòû 1-3 ñîñòàâëÿþò íîðìàëüíóþ ôîðìó èãðû.
4.Ìíîæåñòâî ðàçðåøåííûõ êîàëèöèé îòêëîíåíèÿ (ÐÊÎ) è äëÿ êàæäîé ÐÊÎ-ìíîæåñòâî ðàçðå-
øåííûõ ìîìåíòîâ îòêëîíåíèÿ (ÐÌÎ).
5.Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ, íå âîøåäøèõ â îòêëîíèâøóþñÿ êîàëèöèþ, ïîñëå îòêëîíåíèÿ ýòîé
êîàëèöèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Íàáîð ñòðàòåãèé íàçûâàåì äîïóñòèìûì, åñëè íè îäíîé ÐÊÎ íè â
îäèí ÐÌÎ íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò íàáîðà.
Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íàáîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç D.
6.Îïèñàíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà äîïóñòèìûå íàáîðû ñòðàòåãèé D∗ ⊂ D.
7.Îïèñàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïîðÿäêà), â êîòîðîì èãðîêè îñóùåñòâëÿþò âûáîð íàáîðà ñòðà-
òåãèé.
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U-ðåøåíèå
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (D∗) ìíîæåñòâî íåóëó÷øàåìûõ (ïî Ïàðåòî) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D∗ îò-

íîñèòåëüíî ïîêàçàòåëåé I1, I2, ..., Im.
Î ï ð å ä å ë å í è å 6. U - ðåøåíèåì íàçûâàåì ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà T (D∗), åñëè

âûáîð èãðîêàìè ñòðàòåãèé îäíîâðåìåííûé. Åñëè æå âûáîð èåðàðõè÷åñêèé, òî ñíà÷àëà íàõîäèì
ìíîæåñòâî T 1 ⊂ T (D∗) âñåõ íåóëó÷øàåìûõ ýëåìåíòîâ äëÿ èãðîêîâ âåðõíåãî óðîâíÿ èåðàðõèè;
äàëåå íàõîäèì ìíîæåñòâî T 2 ⊂ T 1 âñåõ íåóëó÷øàåìûõ ýëåìåíòîâ äëÿ èãðîêîâ ñëåäóþùåãî óðîâíÿ
èåðàðõèè è ò.ä.; â ýòîì ñëó÷àå U -ðåøåíèåì íàçûâàåì ëþáîé ýëåìåíò ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà.

U -ðåøåíèå îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå ðàñøèðåííîãî íàáîðà
ýëåìåíòîâ èãðû ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ åãî ñ êàæäûì èç îïèñàííûõ âûøå ïîíÿòèé ðåøåíèÿ
èãðû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïîëîæåíèå äëÿ m = 2.

Â âàðèàíòå I, â êîòîðîì
4. Ìíîæåñòâî ÐÊÎ: {1}, {2}; ÐÌÎ - [t0, θ].
5. Íåóêëîíèñòû âûáèðàþò ëþáóþ ñòðàòåãèþ.
6. Äîï. óñëîâèé íåò.
7. Âûáîð îäíîâðåìåííûé.
U -ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ P ∗-ðåøåíèÿìè.

Â âàðèàíòå II, îòëè÷àþùåìñÿ îò I ýëåìåíòîì 7:
7. Èãðîê i âûáèðàåò ïåðâûì
U -ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ Hi-ðåøåíèÿìè.

Â âàðèàíòå III, îòëè÷àþùåìñÿ îò II ýëåìåíòîì 4:
4.Ìíîæåñòâî ÐÊÎ: 3− i; ÐÌÎ - [t0, θ].
U -ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ Si-ðåøåíèÿìè.
Â âàðèàíòå IV, îòëè÷àþùåìñÿ îò I ýëåìåíòîì 4.
4. Ìíîæåñòâî ÐÊÎ ïóñòî.
U -ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò c P -ðåøåíèÿìè (ðåøåíèÿìè â "ñòàòè÷åñêîé" èãðå).

Ïî ñóòè äåëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé â íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ïîçèöèîííîé èãðå. Ïî ïðåäëàãàåìîé ñõåìå ìîæíî ãåíåðèðîâàòü íîâûå ïîíÿòèÿ ðåøåíèé. Âåðíåìñÿ
ñíîâà ê èãðå äâóõ ëèö. Äèíàìèêà èãðû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3).

5. Âñïîìîãàòåëüíûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû Γ1

è Γ2.

Äèíàìèêà îáåèõ èãð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3). Â èãðå Γ1 èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèî-
íàë σ1(x(θ)) (2),à èãðîê 3-i åìó ïðîòèâîäåéñòâóåò.
Èç [2] ñëåäóåò, ÷òî îáå èãðû Γ1 è Γ2 èìåþò óíèâåðñàëüíûå ñåäëîâûå òî÷êè

ui(t, x, ε), vi(t, x, ε), i = 1, 2 (4)

è íåïðåðûâíûå ôóíêöèè öåíû
γ1(t, x) è γ2(t, x) (5)

Ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè ñòðàòåãèé îçíà÷àåò, ÷òî îíè îïòèìàëüíû íå òîëüêî äëÿ ôèêñèðîâàí-
íîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) ∈ G, íî è äëÿ ëþáîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ∈ G, ðàññìàòðèâàåìîé â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîé.
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6. Íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Çàäà÷à 1. Íàéòè èçìåðèìûå ôóíêöèè u(t) è v(t), t0 6 t 6 θ, êîòîðûå ïîðîæäàþò òðàåêòîðèþ
x(t), t0 6 t 6 θ, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

γi(t, x(t)) 6 γi(θ, x(θ)), t0 6 t 6 θ, i = 1, 2 (6)

Çàäà÷à 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî α1 ∈ (0, 1), α2 = 1 − α1 íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è 1, êîòîðîå
ìàêñèìèçèðóåò ïîêàçàòåëü min

i=1,2
αi σi(x(θ)).

Çàäà÷à 3.i (i=1,2). Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è 1, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò ïîêàçàòåëü σi(x(θ)).
Çàäà÷à 4.i (i=1,2). Íàéòè èçìåðèìûå óïðàâëåíèÿ u(t) è v(t), t0 6 t 6 θ, êîòîðûå ïîðîæäàþò

òðàåêòîðèþ x(t), t0 6 t 6 θ, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó γ3−i(t, x(t)) 6 γ3−i(θ, x(θ)), è ìàêñè-
ìèçèðóþò ïîêàçàòåëü σi(x(θ)).

Ïóñòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè u∗(t) è v∗(t), t0 6 t 6 θ ïîðîæäàþò òðàåêòîðèþ x∗(t),
t0 6 t 6 θ ñèñòåìû (3).
Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ

U0 ÷ {u0(t, x, ε), β0
1(ε)}, V 0 ÷ {v0(t, x, ε), β0

2(ε)}, (7)

ãäå

u0 (t, x, ε) =

{
u∗ (t) , åñëè ‖x− x∗(t)‖ < εϕ (t)
u2(t, x, ε), åñëè ‖x− x∗(t)‖ > εϕ (t)

, (8)

v0 (t, x, ε) =

{
v∗ (t) , åñëè ‖x− x∗(t)‖ < εϕ (t)
v1(t, x, ε), åñëè ‖x− x∗(t)‖ > εϕ (t)

äëÿ âñåõ t ∈ [t0, θ].
Ôóíêöèè βi(·) è ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ(·) âûáðàíû òàê, ÷òî íåðàâåíñòâî

∥∥x(t, t0, x0, U
0, ε, ∆1, V

0, ε, ∆2)− x∗(t)
∥∥ < εϕ(t) (9)

âûïîëíåíî ïðè ε > 0, δ(∆i) 6 βi(ε). Ôóíêöèè u(2)(·) è v(1)(·) îïðåäåëåíû â (4).

Ò å î ð å ì à 1.[3]. Ïóñòü óïðàâëåíèÿ u∗(·) è v∗(·) äîñòàâëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è 1 (èëè çàäà÷è 2,
çàäà÷è 3.i, çàäà÷è 4.i). Òîãäà ïàðà ñòðàòåãèé (U0, V 0) (7)−−(9) åñòü N -ðåøåíèå (èëè P ∗ - ðåøå-
íèå, Hi-ðåøåíèå, Si-ðåøåíèå). Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî N -ðåøåíèÿ (èëè P ∗-ðåøåíèÿ, Hi-ðåøåíèÿ,
Si-ðåøåíèÿ) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå ðåøåíèå òîãî æå òèïà â ôîðìå (U0, V 0) (7)−−(9), ãäå
u∗(·) è v∗(·) ðåøåíèå çàäà÷è 1 (èëè çàäà÷è 2, çàäà÷è 3.i, çàäà÷è 4.i).
Òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé çàäà÷ 1, 2, 3.i, 4.i è ìíîæå-
ñòâàìè N , P ∗, Hi, Si-ðåøåíèé. Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òàêæå ñòðóêòóðó ðåøåíèé èãðû. Òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ N , P ∗, Hi, Si-ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 1. Îòìåòèì, ÷òî ñòðàòåãèè
u(2) (t, x, ε) , v(1) (t, x, ε) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñòðàòåãèè íàêàçàíèÿ.
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t
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0
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Îòìåòèì äâå ãëàâíûå, íà íàø âçãëÿä, ïðîáëåìû, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ðåøåíèé íýøåâñêîãî òèïà.

Ïåðâàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèé, êàê ïðàâèëî, ìíîãî. È âûáîð îäíîãî ðåøåíèÿ èç ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ñëîæíóþ çàäà÷ó ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîòèâàöèè ýòîãî âûáîðà.
Âòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íýøåâñêîå ðåøåíèå íå âñåãäà áûâàåò õîðîøèì â äðóãèõ àñïåêòàõ. Ïðè-
âåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå óêàçàííûå äâå ïðîáëåìû.

7. Ï ð è ì å ð 1.

ẋ = f1 (t, x, u) + f2 (t, x, v) (10)
Ïóñòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå

ζ̈ = u + v, ζ ∈ R2, u ∈ R2, v ∈ R2 (11)

îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû â ïëîñêîñòè (ζ1, ζ2) ïîä äåéñòâèåì
ñèëû F = u + v, ‖u‖ 6 1, ‖v‖ 6 1. Ïåðâûé (âòîðîé) èãðîê, êîòîðûé ðàñïîðÿæàåòñÿ óïðàâëåíèåì
u (v), ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ïîêàçàòåëü σi(ζ(ϑ)) (σ2(ζ(ϑ))), ãäå

σ1(ζ[ϑ]) = −
∥∥∥ζ(ϑ)− a(i)

∥∥∥ , a(i) = (a(i)
1 , a

(i)
2 ), i = 1, 2 (12)

Çäåñü a(i), i = 1, 2 � çàäàííûå öåëåâûå òî÷êè èãðîêîâ. Îáîçíà÷àÿ y1 = ζ1, y2 = ζ̇1, y3 = ζ2,
y4 = ζ̇2 è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x1 = y1 + (ϑ − t)y3, x2 = y2 + (ϑ − t)y4, x3 = y3, x4 = y4,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ êîòîðîé áóäóò

{
ẋ1 = (ϑ− t)(u1 + v1),
ẋ2 = (ϑ− t)(u2 + v2)

(13)

Äàëåå, (11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

σi(x(ϑ)) = −
∥∥∥x(ϑ)− a(i)

∥∥∥ , x = (x1, x2), i = 1, 2 (14)

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî óêîðî÷åííóþ ñèñòåìó (12) ñ ïîêàçàòåëÿìè èãðîêîâ (13). Ïóñòü
çàäàíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

t0 = 0, ζ01 = 2, 2, ζ̇01 = −0, 8, ζ02 = 1, 3, ζ̇02 = −0, 2, ϑ = 2, a
(1)
1 = −1, a

(1)
2 = 5, a

(2)
1 = 5, a

(2)
2 = 4.

Òîãäà èìååì x01 = 0, 6, x02 = 0, 9.
Áûëè ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà N -ðåøåíèé, P ∗ -ðåøåíèé, Hi -ðåøåíèé è Si -ðåøåíèé, êîòîðûå

îïèøåì ÷åðåç ìíîæåñòâà êîíöîâ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ ýòèìè ðåøåíèÿìè. Íà ðèñóíêå êðóã
ðàäèóñà 4 ñ öåíòðîì â íà÷àëüíîé òî÷êå B(0.6, 0.9) ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ñèñòåìû (12) â ìîìåíò ϑ = 2.
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Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ BC1D1D2C2B îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî êîíöîâ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ
N -ðåøåíèÿìè. Êðèâàÿ F1D1D2F2 åñòü ìíîæåñòâî êîíöîâ òðàåêòîðèé äëÿ P ∗-ðåøåíèé. Òî÷êà
F1 � åäèíñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ òî÷êà äëÿ òðàåêòîðèè, ïîðîæäåííîé S1-ðåøåíèåì è H1-ðåøåíèåì
îäíîâðåìåííî. Òî÷êà F2 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïîðîæäåííàÿ S2-ðåøåíèåì è H2-ðåøåíèåì îä-
íîâðåìåííî.

Âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî N -ðåøåíèé, à òàêæå ìíîæåñòâî P ∗-ðåøåíèé ñîäåðæàò ìíîãî ðåøåíèé.
È âûáîð îäíîãî åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ Ïðîáëåìó 1.

8. Ï ð è ì å ð 2.
Ïîâòîðÿþùàÿñÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà 2× 2 òèïà "äèëåììà çàêëþ÷åííîãî"

Ñòàòè÷åñêàÿ èãðà

A =
êîîï
îòêë

êîîï îòêë( −1 −10
0 −8

)
, B =

( −1 0
−10 −8

)
.

Ïåðâàÿ ñòðàòåãèÿ C îáîèõ èãðîêîâ: êîîïåðèðîâàòüñÿ. Âòîðàÿ ñòðàòåãèÿ D îáîèõ èãðîêîâ: îòêëî-
íèòüñÿ îò êîîïåðàöèè. N - ðåøåíèåì â ñòàòè÷åñêîé èãðå ÿâëÿåòñÿ ïàðà (D,D), êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò
âûèãðûø â (-8 ) åäèíèö îáîèì èãðîêàì. Â òî æå âðåìÿ âûèãðûø íà íàáîðå (C,C) ñîñòàâëÿåò (-1)
åä. ó îáîèõ èãðîêîâ.

Ïóñòü èãðà ïîâòîðÿåòñÿ. Åñëè ÷èñëî ïîâòîðåíèé êîíå÷íî è çàðàíåå èçâåñòíî, òî Íýøåâñêèì
ðåøåíèåì áóäåò:(D,D) íà êàæäîì øàãå. Âîçíèêàåò Ïðîáëåìà 2: êàê âûáèðàòü ñòðàòåãèè, ÷òîáû
ïðèâåñòè èãðó êàê ìîæíî áëèæå ê ñîñòîÿíèþ (C,C)?

9. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïîçèöèé â ÍÀÄÈ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Ïîçèöèÿ (t∗, x∗) íàçûâàåòñÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé (NA - ïîçèöè-
åé), åñëè ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ x(t), t∗ 6 t 6 θ, x(t∗) = x∗ ñèñòåìû (3) òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè
γi(t, x(t)) (5), i = 1, 2 íå óáûâàþò íà [t∗, θ] è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî
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γi(θ, x(θ)) > γi(t∗, x∗)

Óïîìÿíóòóþ òðàåêòîðèþ íàçîâåì NA - òðàåêòîðèåé.
Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Ïîçèöèÿ (t∗, x∗) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî àíòàãîíèñòè÷åñêîé (LA - ïîçèöèåé),

åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé è ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3) x(t), t∗ 6 t 6
6 θ, x(t∗) = x∗ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

γi(θ, x(θ)) > γi(t, x(t)), t∗ 6 t 6 θ, i = 1, 2

è, êðîìå òîãî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðè t = t∗.
Óïîìÿíóòóþ òðàåêòîðèþ íàçîâåì LA - òðàåêòîðèåé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ïîçèöèÿ (t∗, x∗) íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî àíòàãîíèñòè÷åñêîé (GA -
ïîçèöèåé), åñëè äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) x(t), t∗ 6 t 6 θ, x(t∗) = x∗ ëèáî âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

γi(θ, x(θ)) = γi(t∗, x∗) i = 1, 2,

ëèáî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî j íåðàâåíñòâî

γj(θ, x(θ)) < γj(τ, x(τ))

äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ [t∗, θ).
Äëÿ íà÷àëüíîé GA - ïîçèöèè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òðàåêòîðèÿ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâî

γi(t, x(t)) ≡ γi(t∗, x∗), t∗ 6 t 6 θ, i = 1, 2.

Óïîìÿíóòóþ òðàåêòîðèþ íàçîâåì GA - òðàåêòîðèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1 ìíîæåñòâî NA - ïîçè-
öèé, ÷åðåç G2 - ìíîæåñòâî LA - ïîçèöèé, è ÷åðåç G3 - ìíîæåñòâî GA - ïîçèöèé. Ìíîæåñòâî G
âñåõ âîçìîæíûõ ïîçèöèé ïðåäñòàâèìî â âèäå

G = G1

⋃
G2

⋃
G3

Ò å î ð å ì à 2. (äëÿ ÍÀÄÈ ñ èíôîðìàöèåé ó èãðîêîâ îòíîñèòåëüíî (t, x) ) [4]. Åñëè íà-
÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ NA - ïîçèöèåé, òî P ∗ - ðåøåíèå ïîðîæäàåò NA-òðàåêòîðèþ. Åñëè
íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî LA-ïîçèöèåé, ëèáî GA-ïîçèöèåé, òî P ∗ - ðåøåíèå ïîðîæäàåò
GA-òðàåêòîðèþ.

Ò å î ð å ì à 3. ( äëÿ ÍÀÄÈ ñ èíôîðìàöèåé ó èãðîêîâ îòíîñèòåëüíî (t, x) è x0 ) [Êëåé-
ìåíîâ, 1997]. Åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ NA-ïîçèöèåé, òî P ∗-ðåøåíèå ïîðîæäàåò ëè-
áî NA-òðàåêòîðèþ, ëèáî LA-òðàåêòîðèþ. Åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ LA - ïîçèöèåé,
òî P ∗-ðåøåíèå ïîðîæäàåò LA - òðàåêòîðèþ. Íàêîíåö, åñëè íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ GA-
ïîçèöèåé, òî P ∗-ðåøåíèå ïîðîæäàåò GA-òðàåêòîðèþ.

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå Ïðèìåðó 1. Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è îãðàíè-
÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä:

{
ẋ1 = (θ − t)(u1 + v1),
ẋ2 = (θ − t)(u2 + v2), ||u|| 6 1, ||v|| 6 1

σi(x(θ)) = −∥∥x(θ)− a(i)
∥∥;

a(i) - çàäàííûå öåëåâûå òî÷êè;
G = (−∞, θ]×R2;
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Òîãäà íåòðóäíî íàéòè, ÷òî G3 = (−∞, θ] × [a(1)a(2)], à ìíîæåñòâî G1 ñîñòîèò èç âñåõ îñòàëüíûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà G. Ìíîæåñòâî G2 ïóñòî.

10. Ï ð è ì å ð 3.

{
ẋ1 = u1 + v1

ẋ2 = u2 + v2 ‖u‖ 6 1, ‖v‖ 6 1

σ1(x(θ)) = −∥∥x(θ)− a(1)
∥∥,

σ2(x(θ)) =
√

3 |x1(θ)| − x2(θ).
Òîãäà èìååì γ1(t, x) = −∥∥x− a(1)

∥∥ , γ2(t, x) =
√

3 |x1| − x2

Ôèêñèðóåì a(1) = (1,
√

3). Ëèíèÿ KOL åñòü ëèíèÿ óðîâíÿ ôóíêöèè γ2(t, x), ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó Ca(1) ⊥ OC, CE ⊥ Oa(1), | CE |= 3/2. Gt - ñå÷åíèå ìíîæåñòâà G ãèïåðïëîñêîñòüþ
t = const. Îïèøåì ðàçáèåíèå Gt íà ïîäìíîæåñòâà Gt

1, Gt
2 è Gt

3 ïðè t = θ −√3/4.
Gt

2 åñòü ìíîæåñòâî [CF );
Gt

3 åñòü ìíîæåñòâî (AC)
⋃

[a(1)B);
Gt

1 ñîñòîèò èç âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê.

x
1

x
2

a(1)

C
1

C
2

C

A

B

E

O

F

LK

Ðèñ. 2

11. Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé â ïîçèöèîííîé ÍÀÄÈ äâóõ ëèö.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé â ïîçèöèîííîé ÍÀÄÈ áàçèðóåòñÿ íà:
� èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà íåóõóäøåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà èãðîêîâ;
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� èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ñäâèãà íà íàïðàâëåíèè Hi-ðåøåíèÿ;
� íà èñïîëüçîâàíèè íýøåâñêèõ ðàâíîâåñèé âî âñïîìîãàòåëüíûõ áèìàòðè÷íûõ èãðàõ.

Îñíîâíàÿ èäåÿ
Ïóñòü âåêîð s1 çàäàåò íàïðàâëåíèå, æåëàåìîå äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, à âåêòîð s2 çàäàåò

íàïðàâëåíèå, æåëàåìîå äëÿ âòîðîãî èãðîêà.
Îïðåäåëèì ïàðû (u0

1, v
0
1) è (u0

2, v
0
2) èç óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñäâèãà íà íàïðàâëåíèÿ s1è s2

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïðåäëàãàåìóþ ïðîöåäóðó áîëåå ïîäðîáíî äëÿ èãðû ñ äèíàìèêîé (3)
è ôóíêöèîíàëàìè (2).

Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèè ρ0
1 : G −→ R1 è ρ0

2 : G −→ R1, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ρ0
i (t, x)

åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (2) èãðîêà i íà Hi-ðåøåíèè, åñëè ïîçèöèÿ (t, x) ïðèíèìàåòñÿ çà
íà÷àëüíóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S0 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûèãðûøåé èãðîêîâ (I1, I2) (2), êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ
íà P ∗-ðåøåíèÿõ èãðû (3), (2).

Òåïåðü îïèøåì ïðîöåäóðó L(S0, ρ0
1(·), ρ0

2(·)), êîòîðàÿ ïîçâîëèò íàì íà îñíîâå ìíîæåñòâà S0

è ôóíêöèé ρ0
1(t, x) è ρ0

2(t, x), (t, x) ∈ G, ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà S1 ⊆ S0 è îïðåäåëèòü ôóíêöèè
ρ1
1(t, x) è ρ1

2(t, x), (t, x) ∈ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ïîçèöèÿ (t, x) ∈ G ( ãäå t0 6 t < θ)
. Òîãäà áóäóò îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà P ∗(t, x), H1(t, x) è H2(t, x)-ðåøåíèé è ìíîæåñòâà S0(t, x)
äëÿ ïîçèöèè (t, x), ðàññìàòðèâàåìîé â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ z-ìîäåëü,
äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3)

z
′
τ = f1(τ, z, u) + f2(τ, z, v) (15)

z(t) = x, τ ∈ [t, θ]

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1(τ), t 6 τ 6 θ è z2(τ), t 6 τ 6 θ òðàåêòîðèè, ïîðîæäåííûå H1-ðåøåíèåì è
H2-ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâåííî. Ôèêñèðóåì ε > 0. Ðàññìîòðèì âåêòîðû

s0
1(t, x, ε) = z1(t + ε)− x,

s0
2(t, x, ε) = z2(t + ε)− x.

Îïðåäåëèì âåêòîðû u0
1(t, z, ε), v0

1(t, z, ε), u0
2(t, z, ε) è v0

2(t, z, ε) èç óñëîâèé

max
u∈P,v∈Q

s0T
1 [f1(τ, z, u) + f2(τ, z, v)] =

s0T
1

[
f1(τ, z, u0

1) + f2(τ, z, v0
1)

]
,

max
u∈P,v∈Q

s0T
2 [f1(τ, z, u) + f2(τ, z, v)] =

s0T
2

[
f1(τ, z, u0

2) + f2(τ, z, v0
2)

]
.

Òåïåðü ñêîíñòðóèðóåì áèìàòðè÷íóþ 2 × 2 èãðó (A,B), â êîòîðîé ïåðâûé èãðîê èìååò äâå ñòðà-
òåãèè: "âûáðàòü u0

1" è "âûáðàòü u0
2". Àíàëîãè÷íî, âòîðîé èãðîê èìååò äâå ñòðàòåãèè: "âûáðàòü

v0
1" è "âûáðàòü v0

2". Ìàòðèöû âûèãðûøåé èãðîêîâ ñëåäóþùèå:

A =
(

a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)

aij = ρ0
1(t + ε, x + (f(t, x, u0

i ) + g(t, x, v0
j ))ε),

bij = ρ0
2(t + ε, x + (f(t, x, u0

i ) + g(t, x, v0
j ))ε),

i, j = 1, 2.

435



Âåñòíèê ÒÃÓ, ò. 15, âûï. 1, 2010

Î÷åâèäíî, ÷òî a11 > a21 è b22 > b21, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì èñêëþ÷èòü ñèòóàöèþ (2, 1) ïðè íàõîæ-
äåíèè íýøåâñêèõ ðàâíîâåñèé â èãðå (A,B). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èãðà (A,B) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî íýøåâñêîå ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Óïðàâëåíèÿ u(τ, z, ε) è v(τ, z, ε), êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò íýøåâñêîå ðàâíîâåñèå â áèìàòðè÷íîé èãðå (A,B), ïîðîæäàþò òðàåêòîðèþ
z(τ), t 6 τ 6 t + ε ñèñòåìû (8). Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ (4), êîòîðîå ïðè τ = t èìååò âèä

γi(θ, x(θ)) > γi(t, z(t)), t 6 τ < θ, i = 1, 2, (16)

äîáàâëÿåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

γi(θ, x(θ)) > γi(t + ε, z(t + ε)), i = 1, 2. (17)

Óñëîâèå (10) âëå÷åò, ÷òî ìíîæåñòâà P ∗(t, x), H1(t, x) è H2(t, x)-ðåøåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìå-
íèëèñü. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ìíîæåñòâà P (1)(t, x), H

(1)
1 (t, x) è H

(1)
2 (t, x)-ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïóñòü ρ1
i (t, x) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (2) i -ãî èãðîêà íà H

(1)
1 - ðåøåíèè. Îáîçíà÷èì

÷åðåç S1(t, x) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûèãðûøà èãðîêîâ (I1, I2) (2), êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ íà P (1)-
ðåøåíèÿõ. Àíàëîãè÷íî, ïðîöåäóðà L(S1, ρ1

1(·), ρ1
2(·)) äîñòàâëÿåò ìíîæåñòâà

P (2)(t, x)-ðåøåíèé, H(2)
1 (t, x)-ðåøåíèé è H

(2)
2 (t, x)-ðåøåíèé, à òàêæå ôóíêöèè ρ1

i (t, x) è ìíîæåñòâî
S2(t, x).
Ïðè ýòîì èìååì S2(t, x) ⊆ S1(t, x). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî S∞, êî-
òîðîå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ñîñòîÿòü èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Ïàðà ñòðàòåãèé ũ(t, x, ε) è ṽ(t, x, ε),
äîñòàâëÿþùàÿ âåêòîð âûèãðûøà èç ìíîæåñòâà S∞, ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç èñêîìîé ïàðîé ðàöèîíàëü-
íûõ ñòðàòåãèé P1 è P2. Èìåÿ â âèäó íååäèíñòâåííîñòü H1-ðåøåíèé è H2-ðåøåíèé, îïèñûâàåìûé
àëãîðèòì ïîðîæäàåò ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè-ñòðàòåãèè ũ(t, x, ε) è ṽ(t, x, ε). Òî åñòü äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ äâèæåíèé ìû èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåíî îäíî èç ðåøåíèé Ïðîáëåìû 1, à â ðà-
áîòàõ [6, 7] áûëî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû 2 äëÿ ïîâòîðÿþùåéñÿ áèìàòðè÷íîé èãðû òèïà
äèëåììû çàêëþ÷åííîãî.
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