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Рассматривается нелинейная система обыкновенных дифференциальных уравнений большой размерности. Ис-

следованы свойства решений и доказано, что последняя компонента решения этой системы при достаточно 

большой размерности является приближенным решением дифференциального уравнения с запаздывающим ар-

гументом. 

 

 

1. ВВЕДЕНИЕ 

 

В работе мы продолжаем исследование связей меж-

ду решениями систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, моделирующих многостадийный син-

тез вещества, и решениями дифференциальных уравне-

ний с запаздывающим аргументом. Первый результат в 

этом направлении был получен Г.В. Демиденко в [1] 

при изучении почти линейной системы дифференци-

альных уравнений 
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Размерность n системы определяется числом стадий, 

0  – время протекания процесса, )(tx j  – концен-

трация вещества на j-й стадии. При очень большом 

числе стадий 1n  возникает сложная задача нахож-

дения концентрации продукта синтеза )(txn . Способ 

решения этой задачи был предложен в [1] и основан на 

доказательстве теорем о предельном переходе от (1.1) к 

уравнению с запаздывающим аргументом 
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Следует отметить, что Г.В. Демиденко предложил ряд 

методов, с использованием которых были доказаны 

предельные теоремы для различных классов систем 

(см., например, [2–12]). В данной работе мы рассмат-

риваем одну систему нелинейных дифференциальных 

уравнений, обобщающую (1.1), и устанавливаем для 

нее предельную теорему. Работа продолжает наши 

исследования [11, 12]. 

 

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

 

Рассмотрим задачу Коши для системы нелинейных 

дифференциальных уравнений с нулевыми начальными 

данными 
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где 0 ,  ,  , 0 . Функция   2R),( Cztg  

неотрицательна, ограничена Gztg  ),(0  и удовле-

творяет условию Липшица 
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Отметим, что при данных предположениях задача Ко-

ши (2.1) однозначно разрешима на полуоси }0{ t , 

при этом все компоненты решения неотрицательны. В 

этом нетрудно убедиться, следуя, например, схеме из 

[11]. 

Будем неограниченно увеличивать число n уравне-

ний системы и рассмотрим последовательности функ-

ций )}({ tx n
j , составленные из j-х компонент решений 

задач Коши вида (2.1). В работе [11] была установлена 

следующая теорема. 

Теорема 1. Существует 01 n  такое, что при 

всех 1nn   имеют место оценки 
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В настоящей работе, опираясь на эту теорему и ре-

зультаты, установленные Г.В. Демиденко в [1] (см. 

теоремы 1–4), будут доказаны следующие утвержде-

ния. 

Теорема 2. Последовательность )}({ txn
n  равно-

мерно сходится на любом отрезке ],0[ T , T : 
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n                                             (2.2) 

 

Предельная функция )(ty  является решением началь-

ной задачи для уравнения с запаздывающим аргумен-

том 
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Из доказательства теоремы 2 вытекают оценки ско-

рости сходимости (2.2), из которых следует, что при 

малых значениях параметра нелинейности 0  схо-

димость (2.2) существенно замедляется. 

Теорема 3. При 21  имеет место оценка 
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Теорема 4. При 210  имеет место оценка 
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Из теорем 2–4 мы получаем эффективный метод 

приближенного нахождения последней компоненты 

решения задачи (2.1) при 1n  с использованием 

уравнения с запаздывающим аргументом. 

Отметим, что доказательство теоремы 2 в случае, 

если параметр нелинейности 1 , опубликовано в 

[11]. В работе [12] установлены предельные теоремы 

для более широкого класса нелинейных систем, кото-

рый включает системы из (2.1) при 1 . 

Численные расчеты для некоторых систем вида 

(1.1), (2.1) проводились в работах [13, 14]. 

 

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 

 

При изучении сходимости последовательности 

)}({ txn
n  нам понадобится свойство этих функций, ука-

занное в следующей лемме. 

Лемма 1. Для последней компоненты )(tx n
n  реше-

ния задачи Коши (2.1) справедливо интегральное со-

отношение 
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где 
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Соотношение (3.1) нетрудно получить, последова-

тельно интегрируя каждое из уравнений системы (2.1). 

Исследуем предельные свойства последовательно-

сти функций )},({ 0 tn  при увеличении числа урав-

нений n в системе.  

Лемма 2. Для любых T   и 0  при n  

имеет место равномерная сходимость 
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Отметим, что лемма 2 является аналогом теорем 1, 

2 из [1]. 

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что для 

функций )( j  справедливы оценки 
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где 
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где 
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Используя рассуждения из работы [1], нетрудно 

показать, что при  t0  и  
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выполнены оценки 
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Из сказанного выше вытекает, что при 

 00 t  и указанных номерах n справедлива 

оценка  

 

),(0 0 tn  

1
~/)(10

0

0
)(

1

)(~
1)1(2

1
































n
t ne

t

n

t
n

 

Из этой оценки для любого 0  вытекает равномер-

ная сходимость 
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Пусть теперь  0t . Сделав замену перемен-

ных 0 jj , 1,,0  nj , представим функ-

цию ),( 0 tn  в следующем виде 
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Используя (3.2), получаем неравенства 
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По аналогии с [1] имеем 
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при t  и n таких, что выполнены неравенства (3.3) и 
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Из сказанного выше вытекает, что при  0t  и 

указанных номерах n справедлива оценка 
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Из этой оценки для любых 0 и T вытекает 

равномерная сходимость  
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Первое слагаемое в (3.4) может быть записано в виде 
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Каждый из сомножителей можно представить следую-

щим образом 
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Из (3.2) вытекают неравенства 
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Тогда, очевидно, имеют место оценки 
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Остальные интегралы оцениваются аналогично. Откуда 

имеем 
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т. е. ),( 0
1 tHn  равномерно сходится к 

)( 0  t
e  при 

n  на любом отрезке ],0[0 Tt  . Лемма дока-

зана. 

В дальнейшем нам понадобятся оценки, вытекаю-

щие из доказательства леммы 2. 

Следствие 1. Пусть ],0[0 Tt  , 00  , тогда, 

начиная с некоторого номера n, справедливы оценки 
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Следствие 2. Пусть )]1(,0[0 t , 00   и 

n удовлетворяет неравенствам 
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Следствие 3. Пусть ]),1([0 Tt  , 00   

и n удовлетворяет (3.5) и неравенствам  
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ 

 

Для доказательства теоремы 2 мы будем использо-

вать результаты из [1], установленные для последова-

тельности )}({ txn
n , составленной из последних компо-

нент решений задач Коши для систем вида (1.1) с нуле-

выми начальными условиями. Именно, имеет место 

равномерная сходимость 
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где y(t) – решение начальной задачи (2.3), при этом 
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Поэтому для доказательства теоремы 2 достаточно 

показать, что 
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где ),(0 stn  совпадает с ),( stn  при 0 . Из лем-

мы 1 имеем 
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Рассмотрим первый интеграл )(1 tIn . Возьмем произ-

вольно )21,0( . Тогда из следствия 2 при 

)1(0  st  и n, удовлетворяющих (3.5) и (3.6), 
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Из следствий 1 и 2 при указанных n получаем оценку  
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Оценим теперь )(1 tIn  на отрезке ]),1([ T . Запишем 
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Для второго слагаемого, очевидно, справедлива оценка 

(4.3). Для первого слагаемого воспользуемся оценкой 

из следствия 3. Таким образом, при n, удовлетворяю-

щих (3.5)–(3.8), выполнено неравенство 
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Из оценок (4.2)–(4.4) для первого слагаемого в (4.1) 

получаем 
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Рассмотрим сначала случай 21 . Положим, 

4/1)1(  n . Тогда, очевидно, найдется 0)(0 n  

такое, что для )(0  nn  выполнены неравенства 

(3.5)–(3.8). В этом случае из оценки (4.5) следует 
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Если 210  , тогда при выборе   существен-

ную роль играют неравенства (3.6) и (3.8), которые 

накладывают ограничения вида 
2

1)1(   cn . По-

ложив 
2/

1 )1(2  nc , из (4.5) получаем оценку 

.
)1(

|)(|max
2/

1

],0[  


n

c
tIn

Tt
                                        (4.7) 

 

Таким образом, при всех 0  имеем 
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Из (4.1) в силу условия Липшица получаем нера-
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Используя неравенство Гронуолла, имеем 
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Как отмечалось выше, последовательность )}({ txn
n  на 

отрезке [0,T] равномерно сходится к решению началь-

ной задачи (2.3). Тогда из полученной оценки вытекает 

равномерная сходимость (2.2). 

Оценки, указанные в теоремах 3, 4, вытекают из 

(4.6) и (4.7). 
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Melnik I.A. ON ONE NONLINEAR SYSTEM OF DIFFE-

RENTIAL EQUATIONS MODELING MULTISTAGE SUB-

STANCE SYNTHESIS 

We consider a nonlinear system of ordinary differential equa-

tions of a large dimension. We study properties of its solutions and 

prove that the last component of the solution to the system for 

sufficiently large dimension is an approximate solution to a delay 

differential equation. 
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