
���� ���������	 
��
��� ���� 
	 ��� ���	 �� ����

��� �������	 �����
�

��������� ������	
�����
 � �
��
������ ����������

�� �����
���� ����
���� ������� ���
������
�������
��� �����
���� ����
�� � ��������

������	
����� �� ������
���

�© ���� ���� !"#$ 
��� � �%&'( $ ���� �'�'))"# 

�������� ��	�
� �������	
�� �
����
��� 
�
�	
�� ����
�
�
�� �� ����
	����� �����

��	 �������	��� �� ������	���� ��������� �������	���
��� ����	�	��������	 �����

�	��	 
 �
����
��
� ����	�
����
��

��� 
���	
��� ������ ���	������ �������	
�� �
����
��� 
�
�	
� 
 ������
�

�������	���
� �� ������	��� � �����������	
 
���
��������� 
���
��� �	��	����

��� ����
�
�
�� �� ����
	�����

�
��� R
n � n ������� ��������� ������������ � ������ | |, comp[Rn] � ���������

���� ���
���� ��������� ������������ R
n; VRn(x0, ε) �  ����
��� !�� ������������ R

n

� "������ � ��#�� x0 ∈ R
n ��$%
��� ε > 0; K & ����%#����� ������������' VK(ξ0, ε) �

 ����
��� !�� ������������ K � "������ � ��#�� ξ0 ∈ K ��$%
��� ε > 0.
�
��� * � ����%�������� ������������ � ������ ‖ ‖�. (�)$� h+

�
[U1; U ] = sup

x∈U1

ρ�[x,U ]

� ��*
���*����%� �� +�
�$��,
 ��������� U1 ⊂ * �� ��������� U � ������������ *;
h�[U1; U ] = max{h+[U1;U ];h+[U ;U1]} � ������-�%� �� +�
�$��,
 ���$
 ����������% U1

% U � ������������ *.
�
��� tk ∈ [a, b] (a < t1 < . . . < tp < b) � ����#��� ��.�� ��#��� /.� ��#%� #��

�� +̃
n
[a, b] ��������� ���� ����������� �� ���$�� % %������*�� [a, t1], (t1, t2], . . . ,

(tp, b] �)���%#����� ,
��"%� x : [a, b] → R
n, %��01%� ���$�*� ������ � ��#��� tk, k =

= 1, 2, . . . , p, � ������ ‖x‖
˜�

n
[a,b]

= sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.
�
���  �$��� ����������-	 *���*��� �)���%#����- ,
��"%- f : [a, b] × R

n × R
m ×

×K → R
n % ����������� �� +�
�$��,
	 *���*��� �)���%#����� ���)� ��#��� ���.�����%�

U : [a, b] × R
n × K → comp[Rm]. 2�������%� 
����*-��
0 �%����
 �  ��� $����%�� %

%��
*�����% �� $�����%-�%

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), ξ), t ∈ [a, b], ξ ∈ K
u(t) ∈ U(t, x(t), ξ),

(1)

Δ(x(tk)) = Ik(x(tk), ξ), k = 1, . . . , p, (2)

x(a) = x0 (x0 ∈ R
n), (3)

)$� ���.�����%- Ik : R
n×K → R

n, k = 1, 2, ..., p, ����������	 Δ(x(tk)) = x(tk +0)−x(tk),
k = 1, 2, ..., p.

��$ ��������	� ��
��
����� �� ��
���� [a, τ ] (τ ∈ (a, b]) �%����� 3�4&354 ��%

ξ ∈ K .
$�� ���%���� ���
0 % ���%�
0 �� 6�.�)
 ,
��"%0 u : [a, τ ] → R
m, $*- �����

��� �
1����
�� �
��#�������������- ,
��"%- x : [a, τ ] → R
n 
$��*�����-01�- ��% ����

t ∈ [a, τ ] ���$����*��%0

x(t) = x0 +

t∫
a

f(s, x(s), u(s), ξ)ds +
∑

k:tk∈[a,τ ]

χ(tk,τ ](t)Δ(x(tk)), (4)
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��� Δ(x(tk)), k = 1, ..., p, ���������	
�� 	���
����� ���� ��� �	� ����� ���� t ∈ [a, τ ]
�����

���
 ������
��

u(t) ∈ U(t, x(t), ξ). (5)

��	� (u, x) ����� 
������� ���������	 
� ���
��
 [a, τ ] � ������� � �!�"� ����� 
�������
�������
��	 �������
�	 ����
��	 � �������� ����
��

���� �� ������

��� ���������
��	����
�� u : [a, τ ] → R

m ������� �� #�����$ �	�����	�� x : [a, τ ] → R
n.

%������� ��� � ���� ���	��� �� ����	���� ����	� & !"' ��	���
���
 ������� � �!��� �

�����
�� �����

��� �"� (�������
�
� �	� ��)��� #����	���

�� ξ ∈ K ������ *�+�
��
 ��##�	�
,����
��� ������
�


ẋ ∈ f(t, x(t), U(t, x(t), ξ), ξ), t ∈ [a, τ ] (6)

� �������
��� �����$����
�� ��� � 
�����
�� �������� �"��
-�����
�� �.� � �������
��� �����$����
�� ��� � 
�����
�� �������� �"� ����� 
�/

������ ��##�	�
,����
�� ������
���� ��	�)��

�� ��	���
���$ �������
�$ �������$
� �!��� � 
�����
�� �����

��� �"�� 0����� �.�� ���� �"� ��������� ��� �
�)����� #������
�	�����	�$ ��	���
���$ �������
�$ ������� � �!����

����� H(x0, τ, ξ) 1 �
�)����� ���� ���������� ��	 ��	���
���$ �������
�$ �������
� �!��� � 
�����
�� �����

��� �"� 
� ��	���� [a, τ ](τ ∈ (a, b]). %���
���� H̃(x0, τ, ξ) 1
�
�)����� ���� #������ �	�����	�$ ��	���
���$ �������
�$ ������� � �!��� � 
�����
��
�����

��� �"� 
� ��	���� [a, τ ].

����� A ∈ R
n, B ∈ K. 2���� ����	���� ��� �
�)����� #������ �	�����	�$ ��	��/

�
���$ �������
�$ ������� � �!��� � 
�����
�� �����

��� �"� ������
� ����
��

� �

�������
���� 
� �
��
���
 A × B, ���� 
�$����
 ����� ����� r > 0, ��� ��
 ��
����
τ ∈ (a, b] � ����� (x0, ξ) ∈ A×B 
� ��3������� x ∈ H̃(x0, τ, ξ), ��
 ����	��� �����

���


�	���
���� ‖x‖

˜�
n
[a,τ ]

> r.

4�������
 	��������� 	���� &5! 6' ��)
� �������� ������3�� ����	)��
�
�
7 � � 	 � � �  � ����� �
��
���� ��
� ������� ���
�����	 �������
��	 ��������


�	 ����
�� (1)−(2) ������
� ����
��

� � ����
 (x0, ξ0) ∈ R
n × K. ����� ��� ������

τ ∈ (a, b] �
��
���� H(x0, τ, ξ) �= ∅ � ���
����
� ����
 ε > 0, ��� �
��
���� ���

����� ���
�����	 �������
��	 �������
�	 ����
�� (1)−(2) � 
�����
�� ������
�
�

x(a) = x0 ������
� ����
��

� � �������
���� 
� �
��
���
 VRn(x0, ε) × VK(ξ0, ε).
% � 	 � � � � � 
 � �  � 2���� ����	���� ��� ����	�)�
�
 f : [a, b] × R

n × R
m ×

× K → R
n, U : [a, b] × R

n × K → comp[Rm] �������� ���	����� Ω � ���� 
�$����


��	�	��
�� ����	�)�
�
 ω1 : [a, b] × [0,∞) × [0,∞) × K → [0,∞), ω2 : [a, b] × [0,∞) ×
× K → [0,∞), 
�������3�� �	� ����� t ∈ [a, b], ξ ∈ K ������ ��� ��
 ����� t ∈ [a, b],
ξ ∈ K, x1, x2 ∈ R

n, u1, u2 ∈ R
m �����

���
 
�	���
����

|f(t, x1, u1, ξ) − f(t, x2, u2, ξ)| � ω1(t, |x1 − x2|, |u1 − u2|, ξ), (7)

h[U(t, x1, ξ), U(t, x2, ξ)] � ω2(t, |x1 − x2|, ξ). (8)

% � 	 � � � � � 
 � � �� 2���� ����	���� ��� ����	�)�
�
 f : [a, b]×R
n ×R

m ×K → R
n,

U : [a, b]×R
n ×K → comp[Rm] � �������
�� �����$����
 Ik : R

n ×K → R
n, k = 1, 2, ..., p,

�������� ���	����� A � ����
 ξ ∈ K � ����
1) ����	�)�
�
 f, U �������� ���$����� Ω;
2) ��
 ��)���� k = 1, 2, ..., p 
�$����
 
��	�	��
�
 #�
�,�
 Ĩk : R

1
+ × K → R

1
+,


�������3�
 �� ��	���� �	����
�� �	� ξ ∈ K � ���������	
�3�
 	���
���� Ĩk(0, ξ) = 0,
��� ��
 ����� x, y ∈ R

n �����

���
 �,�
��

|Ik(x, ξ) − Ik(y, ξ)| � Ĩk(|x − y|, ξ);

 6"8
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3) ������ ẏ(t) = ϕ(t, y(t), ξ), Δ(y(tk)) = Ĩk(y(tk), ξ), k = 1, ...p, y(a) = 0 ����� �	
��	


�
���� 
	��
�
�� ����
��

����� ��
���� ϕ : [a, b] × [0,∞) × K → [0,∞) 	�����
�
� ����
���	�

ϕ(t, y, ξ) = ω1(t, y, ω2(t, y, ξ), ξ),

��� ��
���� ω1 : [a, b] × [0,∞) × [0,∞) × K → [0,∞), ω2 : [a, b] × [0,∞) × K → [0,∞)
��	�
���	���� 
�����
����� ���� ��� �		��������

	�

 � 	 � � � � !� ����� �����	
��
� f : [a, b] × R
n × R

m × K → R
n,

U : [a, b] × R
n × K → comp[Rm] 
 
��������� ���������
� Ik : R

n → R
n, k = 1, 2, ...,m,

���	�	�� ��������� A � ����� ξ0 ∈ K 
 ����� ���
����� ���� �	����� ��	�����
�

���	������� 
��������� �
����� (1)−(3) 	��
���� ���	�
���� � ����� (x0, ξ0) ∈ R
n×K.

����	

"� ��� ������ y ∈ H̃(x0, b, ξ0) 
 ����� ��������	���������� xi ∈ VRn(x0, ε),
ξi ∈ VK(ξ0, ε) i = 1, 2, . . . , �������������
� �����
�� xi → x0 � R

n, ξi → ξ0 � K ��


i → ∞, �	������ �	�	� ��������	��������� yi ∈ H̃(xi, b, ξi), i = 1, 2, . . . , ��� yi → y �

������	����� �̃
n
[a, b] ��
 i → ∞, ��� �
��� ε > 0 ������������� ������� 1;

!� ��� ����� ��������	��������
 yi ∈ H̃(xi, b, ξi), i = 1, 2, . . . , 
������ ������ ỹ �

������	����� �̃
n
[a, b] ��
 i → ∞, �	������ �	�	� ��������	��������� zi ∈ H̃(x0, b, ξ0),

i = 1, 2, . . . , ��� zi → ỹ � ������	����� �̃
n
[a, b] ��
 i → ∞.

����������

�	 �������� ����  ���!
!"�# �!�"!�$# 
�!"�� !�
�%$&'�!(! "�()&�"!�$��* ++ 
��
��� ,!��	 )��
$	
-�"	 �	 ,$
�%	 � %�#	 ��.�	 / �	 -	 �.01�	

�	 	�

� ����
 ��������� ���� ��!"�* 2��
"�%$&'��# 3$4$5	 ,	6 7$)�$� ��8�	

1	 ������ ���� 9&�%��
� �!��5�!�$44�
���!: 
�!"�� %�"�� ��	 ++ ��$
�"��;)"( ������<�	 ����	

�	 �������� ��	�
 ��������� ����
  ������� ��!� <"!4!&=$�%!�
' 4!�)�
�%�# �$" )�"$�&*�%!: ���
�
�%� � >$3!��%� !("$��5���*%� �! )�"$�&���? � 3$�$34��$���% ++ 
��
��� ���	 ����	 �	 �.	 
��	 �	
-	 ���.0���8	

.	 �������� ���� @�>>�"��A�$&'��� )"$�����* � "$3"���!: �"$�!: 5$�
'?	 ,	6 7$)�$	 ���.	

�	 �������� ��	�
 "��#����� ����
 ��������� !��� B)��A�!�$&'�!�4�>>�"��A�$&'��� ��&?5���* �
�%�)&'���%� �!34�:�
��*%�	 C	 �0D� ++ 
��
��� �$%;	 )��
$	 ����	 �	 ��	 
��	 �	 -	 ��8.0�1�1	

8	 �����$�%���� ��	�
 �������� ���� @�>>�"��A�$&'��� ��&?5���* � !�
�%$&'�!� )�"$�&���� ++
�"	 ,��7 ---�	 ���.	 �	 ���	 -	 ���0�.�	

�	 &�����'�� (���
  ������ ��)� �%�)&'���� �"!A����	 ,!4�&� � �"�&!=���*	 ,	6 7$)�$� ����	

�	 "��������* )�)� ��"$�&���� 4��$%�5���!: ���
�%!: ++ ,	6 7$)�$� ���.	

��	  ���*����� ����
 �����%+� )��� @�>>�"��A�$&'��� )"$�����* � �%�)&'���%� �!34�:�
��*%�	
E	6 
�F$ G�	� ���8	

#	�����
� � �������� "$ ����
� !$"" ��

%&'()*'+,)- ./ +�0	�� ���	

�
� ��� ��
�
�	�	1 �	����2�� +	���1��	�	 �	
��

��
����
��
�
�3 ���
��	��
�1 ���	���� 4 $56$"65�7$8� 4 ""6$"6$$9:7� 4 ""6$"6$$9!9��

;<# =,���
�� � 
���
	>�����	�������� ����� �

	����	

	1 +	���� 
� !$$56!$"8 �	��?�

@ABCDEFG H�I�� JDBKALMND O�P�� QMBMRRFGD S�P� H RTMFTM UFANVWVNWXX DNV YFNLMNAFAX VWRWN>

VWNYW FN RDTDZWLWTX F[ D XWL F[ R\DXW LTD]WYLFTMWX F[ D YFNLTFBBDUBW RABXW XKXLWZ ^ML\ YFNXLTDMNLX

UK YFNLTFB� _W `NV YFNVMLMFNX F[ YFNLMNAFAX VWRWNVWNYW FN RDTDZWLWTX [FT L\W XWL F[ L\W R\DXW

LTD]WYLFTMWX F[ L\W YFNLTFBBDUBW MZRABXW VWBDK XKXLWZ ^ML\ YFNXLTDMNLX UK YFNLTFB�

� ! "#$%&/ YFNLTFBBDUBW MZRABXW XKXLWZa VWRWNVWNYW FN RDTDZWLWTXa YFNXLTDMNLX UK YFNLTFBa

D RTMFTM UFANVWVNWXX� VMbWTWNLMDB MNYBAXMFN ^ML\ MZRABXWX�

"$8�
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�
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����� 
���������!

D���7 R
n E n #�
���
 �
������
 %����������� � ������ | |, comp[Rn] E ����
����

��
$ �
%����$ ���%����� %����������� R
n.

D���7 - E ������������
 %����������� � ������ ‖ ‖�. =��"����� BX [x, ε] E

�������� F�� %����������� X �  
����� � ����
 x ∈ X � ��
����� ε > 0. D���7

U ⊂ X. ���
� U E "�������
 ����
���� U ; coU E ��%����� �������� ����
���� U ;
h+
�

[U1; U ] ≡ sup
x∈U1

ρ�[x,U ] E %���������
��
 %� G���
��!� ����
���� U1 ⊂ - �� ����
#

���� U � %����������
 -; h�[U1; U ] = max{h+[U1; U ];h+[U ; U1]} E ���������
 %� G��#

�
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ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ [a, b], (1)

Δ(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . , m, (2)
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