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Arzamastsev A.A. & Andreyev A.A. Mathematical models of microbiological synthesis kinetics: possibilities of applica-
tion and new development approaches. The available models of micro-organism growth kinetics are analysed. The possibil-

ity of application of the Monod model is studied. It is shown that these models do not permit describing adequately the ex-

perimental data at different initial concentrations of biomass and substrate varying in a wide range. The calculations of the 
static models of operation of biochemical reactors differ greatly. 

 

1. СУЩЕСТВУЮЩИЕ ПОДХОДЫ  

К МОДЕЛИРОВАНИЮ КИНЕТИКИ  

МИКРОБИОЛОГИЧЕСКОГО СИНТЕЗА 

 
В настоящее время для описания кинетики мик-

робиологического синтеза, под которой обычно по-

нимают динамику потребления субстрата, продукции 

биомассы и метаболитов, используется большое ко-

личество математических моделей [14 и др.]. 

Большинство из них, такие как модели Моно, 

Халдейна, Тессье и др., имеют вполне определенный 

физический смысл. Так, например, модель Моно [5] 

опирается на допущение о существовании в системе 

биохимической реакции с промежуточным фермент-

субстратным комплексом вида: 

 
S + E       [ES]      E + P.                                                 (1) 

 
Это обстоятельство делает ее по форме схожей с 

хорошо известной в биофизике моделью Микаэлиса–

Ментен [4, 6, 7]. 

Существует достаточно большое число математи-

ческих моделей, позволяющих описывать кинетику 

роста биомассы и ассимиляции субстрата. Многие из 

таких моделей приведены в обзорных работах [14, 

814]. Все они обычно выражаются зависимостями:  

 

X
dt

dX
 ,                                                                 (2) 

 

 S ,                                                                 (3) 

 

dt

dX

Ydt

dS


1
,                                                    (4) 

 
где Х  концентрация биомассы; S  концентрация 

субстрата; Y  экономический коэффициент, показы-

вающий выход биомассы с единицы субстрата;   

удельная скорость роста биомассы. Для получения 

решения система (2)  (4) должна быть дополнена 

соответствующими начальными условиями. В даль-

нейшем модели, которые обобщенно могут быть 

представлены в виде уравнений (2)  (4), мы будем 

называть моделями «типа Моно». Точность аппрок-

симации экспериментальных данных уравнениями (2)  

(4) в основном зависит от правильного выбора зави-

симости удельной скорости роста биомассы от кон-

центрации субстрата (3). К уравнениям такого типа 

могут быть отнесены зависимости Моно, Мозера, 

Тессье, Моно-Иерусалимского и ряд других [4, 5,  

1517]. На рис. 1 показан общий вид зависимостей 

μ(S), характерный для различных моделей «типа Мо-

но». Из этого рисунка видно, что при малых концен-

трациях субстрата (0  S  S1) может быть в равной 

степени использована любая из рассмотренных моде-

лей (см. табл. 1). Лимитирование удельной скорости 

роста микроорганизмов субстратом учитывают лишь 

модели Моно, Мозера, Тесье и Халдейна (0  S  S2). 

Ингибирование удельной скорости роста биомассы 

большими концентрациями субстрата из рассматри-

ваемых моделей описывает лишь модель Халдейна.  

Модели «типа Моно» имеют ряд достоинств: от-

носительно простой вид самих уравнений, небольшое 

количество коэффициентов и возможность их иден-

тификации по экспериментальным данным, хорошо 

отработанные процедуры получения решений. 

 

 

 
Рис. 1. Области применения различных кинетических моделей: 

1 – модель вида  (S) = kS, рабочий диапазон 0  S  S1; 2 – мо-

дель вида  (S) = mS/(S + KS) или  (S) = mSn/(Sn + KS), рабочий 

диапазон 0  S  S2; 3 – модель вида  (S) = mS/(S + KS + kS2) 

применяется в широком диапазоне концентраций S 

Однако эти модели не учитывают целый ряд явле-

ний, сопутствующих биосинтезу: диффузионные про-
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k1 

k2 k3 



Вестник ТГУ, т.5, вып.1, 2000 

 

112 

цессы транспорта субстратов в зону реакции и отвода 

продуктов, обусловленные гидродинамическими режи-

мами в биореакторе; возрастную, фазовую, физико-

химическую, морфологическую и другие виды гетеро-

генности самой популяции микроорганизмов. 

По этой причине вопрос о применимости моделей 

«типа Моно» остается открытым. С одной стороны, 

данные модели все-таки используются многими авто-

рами в ограниченных диапазонах описываемых пере-

менных [3]; с другой, – имеется достаточно выражен-

ная критика в их адрес [14]. Положение усугубляется 

и тем, что в некоторых работах делают неверные вы-

воды о применимости модели Моно. Так, при описа-

нии кинетики роста Escherichia coli M-17 на аммо-

нийном азоте авторы делают вывод о невозможности 

использования этой модели, приводя явно ошибоч-

ные данные [14, см. рис. 9.12 с. 211]. Наш расчет, 

выполненный для представленных эксперименталь-

ных данных, свидетельствует, что при m = 0,644 ч1; 

KS = 0,556 мкг/мл; Y = 7,19 (мкг биомассы)/(мкг ам-

монийного азота) модель адекватно описывает про-

цессы роста биомассы и потребления лимитирующе-

го субстрата. При этом величина средней приведен-

ной погрешности не превышает 2 % по биомассе и 

4,3 % по субстрату, что сопоставимо с погрешностью 

экспериментальных данных. 

Одновременно с широким использованием моде-

лей «типа Моно» многие авторы применяют и другие 

подходы к описанию кинетики микробиологического 

синтеза. 

Так, в соответствии с уравнением Ферхюльста, 

рост популяции микроорганизмов в ограниченном 

пространстве характеризуется «S-образной» кривой с 

насыщением [3, 4, 1821]. По мнению некоторых 

авторов, эта модель учитывает внутривидовую кон-

куренцию (например, [2224]). Однако анализ этого 

уравнения, проведенный Ч. Файси, показал, что оно 

является лишь частным случаем модели Моно при 

низких концентрациях субстрата [20]. 

Во многих случаях имеются попытки учесть раз-

личные виды гетерогенности микробных популяций 

при их росте. 

Наличие в популяции мертвых или поврежденных 

клеток и вопросы восстановления такой популяции 

рассматриваются в работах [4, 14, 23, 2528]. Мате-

матическая модель роста популяции, учитывающая 

присутствие в ней живых и мертвых клеток, синтез 

РНК и описывающая все фазы ее развития, построена 

в работе [29]. Физиологическая и биохимическая ге-

терогенность микробных популяций рассматривается 

в работах [3, 30, 31]. Общим недостатком моделей 

этой группы является сильное упрощение в представ-

лении структуры гетерогенности. 

Учет возрастной гетерогенности в популяции рас-

сматривается в работах [3, 4, 14, 32, 33]. Приводятся 

модели возрастной структуры и роста популяции с 

асимметричным типом размножения. Этот вопрос 

рассматривается для дискретного и непрерывного 

возраста и времени [14, 34, 35]. 

Значительное число математических моделей 

учитывает различные особенности популяции и мно-

гочисленные частные явления.  
Обобщенная структурированная модель роста 

микробной популяции с учетом отмирания и лизиса 
приводится в работе [36]. В модели фигурируют кон-
центрации рибосом и продуктов их распада, а также 

концентрации ферментов и других физиологически 
активных веществ. Один из частных случаев  мо-
дель, учитывающая распределение клеток по актив-
ности рибосом, а также активность ферментов и ско-
рость транспорта субстрата внутрь клеток, разрабо-
тана с помощью системного анализа в работе [14]. 
Различные аспекты наличия в популяциях мутаций 
рассматриваются в работах [4, 14, 17, 25, 3749]. Мо-
дели, учитывающие микроэволюцию для хемостат-
ной и турбидостатной микробных популяций, анали-
зируются в работах [4, 17, 43] и [4, 43, 50]. 

При моделировании различных видов гетероген-

ности используются как детерминированные модели, 

так и стохастические [3, 30, 31, 40, 43], а также моде-

ли, объединяющие оба эти вида [3, 14, 30, 31, 34, 35, 

38]. Интересный подход к построению модели роста 

популяции использован в работе [51], автор которой 

построил детерминированно-стохастическую модель, 

основываясь на принципах взаимодействия фермен-

тов и субстрата внутри клетки, описав их в терминах 

теории массового обслуживания.  

Учет предыстории развития достигается использо-

ванием для описания роста популяций дифференци-

ально-разностных уравнений с запаздыванием [5255]. 

В работе [22] рассматривается модель, позво-

ляющая описывать биологическую инерционность.  

В некоторых случаях модель кинетики строится 

исходя из «S-образного» характера эксперименталь-

ных зависимостей. Автором работы [56] была по-

строена математическая модель образования летучих 

кислот пивными дрожжами, использующая аппарат 

теории автоматического регулирования. В работе [57] 

процесс роста биомассы описывается дифференци-

альным уравнением второй степени, выведенным из 

анализа экспериментальных данных и математиче-

ской модели явления диффузии в среде с подвижной 

границей. Такие подходы являются эмпирическими и 

не соответствуют физической сущности рассматри-

ваемого явления. 

Таким образом, результаты многочисленных иссле-

дований говорят о довольно разнообразных подходах к 

построению моделей роста микробиологических попу-

ляций. Вместе с тем, в настоящее время так и не выра-

ботано единой точки зрения относительно того базиса, 

на который должен опираться процесс построения такой 

модели. Не вполне ясно, рассмотрение каких явлений: 

биохимических (метаболитические пути, механизм ре-

акции, процессы регуляции), физических (диффузион-

ные процессы) или биологических (возрастная, морфо-

логическая и др. виды гетерогенности популяции) наи-

более существенно для ее построения. 

По этой причине вопрос о разработке модели 

макрокинетики для процессов микробиологического 

синтеза, ее базисе и структуре является актуальным. 

В этой связи представляется важным провести тща-

тельный анализ возможностей использования уже 

существующих на данный момент, особенно часто 

используемых моделей «типа Моно», а также форми-

рование базисов для построения новых моделей. 

В рамках рассматриваемой цели необходимо дать 

ответы на следующие вопросы: 

– возможно ли использование моделей «типа Мо-

но» для различных субстратов и микроорганизмов 

при одинаковых или близких их концентрациях; 

– как выбрать лучшую модель; 
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– можно ли использовать эти модели при различ-

ных начальных концентрациях субстрата и биомассы; 

– можно ли на основе моделей «типа Моно» рас-

считывать основные характеристики биореакторов; 

насколько велики погрешности таких расчетов; 

– как и с каких позиций должна разрабатываться 

математическая модель кинетики микробиологиче-

ского синтеза. 

 

2. ВОЗМОЖНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МОДЕЛЕЙ 

«ТИПА МОНО» В УЗКИХ ДИАПАЗОНАХ  

КОНЦЕНТРАЦИЙ 

 

В обзорных работах, приведенных в разделе 1, 

проводилось сравнение различных моделей по коли-

честву одновременно учитываемых факторов, виду 

зависимости μ(S) и др. По нашему мнению, подобное 

сравнение возможно лишь на основе конкретных экс-

периментальных данных. 

Для оценки применимости моделей использова-

лись экспериментальные данные по кинетике биосин-

теза на различных субстратах и для разных микроор-

ганизмов, полученные как авторами настоящей ста-

тьи [58], так и из литературных источников [59]. 

Материалы и методы исследований. Большин-

ство наших экспериментальных исследований вы-

полнено в лаборатории биохимического завода  

г. Рассказово. В исследованиях в качестве субстрата 

использовалась мелассная послеспиртовая барда, 

являющаяся отходом производства этилового спирта. 

Химический состав этого субстрата: сухие вещества 

8,0–8,5 %, зола 2,53,2 %, ХПК 2500052000 мг О2/л, 

БПК5 1200027000 мг О2/л, редуцирующие вещества 

0,80,4 %, нелетучие карбоновые кислоты 1,21,8 %, 

летучие кислоты 0,250,3 %, глицерин 0,40,5 %, азот 

общий 0,450,5 %, азот аминный 0,250,3 %, окись 
 

 
 

Рис. 2. Общий вид экспериментальной установки для иссле-

дования кинетики процесса. Цифрами обозначены: 1  фер-

ментер объемом 8,5 л; 2 – линия подачи субстрата; 3  ли-

ния подачи солей;4  контактный термометр с терморегуля-

тором; 5  панель контроля и управления; 6  контрольный 

термометр; 7  рН-метр типа ЭВ-74; 8  дозатор субстрата;  

9  датчик  концентрации растворенного кислорода; 10  

термопара; 11  вторичный прибор кислородометра типа 

ПИРК-2; 12  линия подачи воздуха на аэрацию 

кальция 0,20,3 %, сернистый ангидрид 0,0050,01 %, 

нитраты 0,0050,015 %. В экспериментах использо-

валась смешанная культура микроорганизмов рода 

Pseudomonas (P. chlororapchis, P. fragi, P. liquefaciens, 

P. fluorescens). Большая часть экспериментальных 

данных получена на установке, внешний вид которой 

показан на рис. 2. 

Для идентификации параметров математических 

моделей и их сравнения разработана специальная 

программа на языке Turbo Pascal 7.0. Программа реа-

лизует безградиентный метод покоординатного спус-

ка и позволяет рассчитывать по экспериментальным 

данным коэффициенты моделей, минимизирующие 

взвешенную сумму квадратов отклонений экспери-

ментальных и расчетных значений: 
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где 1, 2  весовые коэффициенты; 
э
i

э
i XS ,   экс-

периментальные значения концентраций субстрата и 

микроорганизмов; S(ti), X(ti)  расчетные значения 

этих концентраций. 

Объект 1. Экспериментальные данные по росту 

биомассы бактерий рода Pseudomonas на комплекс-

ном субстрате при 30 С показаны на рис. 3. На их 

основе проводилось сравнение различных математи-

ческих моделей вида (2)  (4), зависимости μ(S) для 

которых приведены в табл. 1. Параметры каждой из 

моделей выбирались исходя из минимального зна-

чения критерия (5). Значения этого критерия и кине-

тических констант для различных случаев приведены 

в табл. 1. 

Анализ рис. 3 позволяет сделать следующие 

выводы. Все математические модели, за исключе-

нием рис. 3a (уравнение (6), табл. 1), удовлетвори-

тельно описывают экспериментальные данные. 

Максимальные приведенные погрешности для 

биомассы и субстрата составляют 5,2 и 2,8 %, что 

соответствует сумме квадратов отклонений, под-

считанных по уравнению (5) в 1,46. Визуальная 

оценка результатов расчетов по моделям не позво-

ляет выявить преимущества какой-либо из них. В 

соответствии с табл. 1, сумма квадратов отклоне-

ний расчетных и экспериментальных значений для 

объекта 1 в случае использования уравнений (8)  

(12) также различается незначительно. Простые 

вычисления показывают, что различия у использо-

ванных моделей (8)  (12) соответствуют приве-

денной погрешности примерно в 0,12 %, что суще-

ственно меньше погрешности экспериментальных 

данных. Поэтому невозможно выбрать лучшую 

модель из уравнений (8)  (12) табл. 1, используя в 

качестве критерия уравнение (5). Однако на основе 

критерия (5) могут быть отброшены две наиболее 

неподходящие модели (уравнения (6), (7) табл. 1). 

Объект 2. Аналогично объекту 1 проводилось 

сравнение различных математических моделей, урав-

нения которых приведены в табл. 1, на основе экспе-

риментальных данных по кинетике роста микроорга-

низмов Paecilomyces Variotii на отходах сульфата-

целлюлозы [59]. Результаты приведены на рис. 4 и в 

табл. 1. 
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Таблица 1 

 

Сравнение различных кинетических моделей 

 

Кинетическая 

модель 

У
р

ав
н

ен
и

е Значения коэффици-

ентов, доставляющих 
минимальное значе-

ние критерию Ф* 

Значение 

Критерия 

Ф 

Объект 1 Объект 2 Объект 1 Объект 2 

(S)=k (6) 
k=0,0606 
Y=0,2508 

k=0,16 
Y=0,175 

2,87729 0,00864 

(S)=kS (7) 
k=0,01647 

Y=0,4327 

k=0,505 

Y=0,435 
1,45950 0,01246 

(S)=kSn (8) 

k=0,02663 

n=0,70018 

Y=0,41816 

k=0,225 

n=0,09 

Y=0,405 

0,82140 0,00394 

 
S

m
KS

S
S




 

(9) 
m=0,2048 

KS=6,8726 

Y=0,4196 

m=0,245 

KS=0,075 

Y=0,405 
0,86708 0,00416 

 
S

n

n

m
KS

S
S




 

(10) 

m=0,509 

KS=16,2162 

n=0,7212 
Y=0,4172 

m=0,235 

KS=0,055 

n=0,985 
Y=0,405 

0,82192 0,00406 

   kS
m eS /1   

(11) 
m=0,138 

k=4,997 
Y=0,4202 

m=0,21 

k=0,07 
Y=0,405 

0,88839 0,00367 

 
2kSKS

S
S

S

m




 
(12) 

m=0,2104 

KS=7,17536 

k=0,00073 
Y=0,41997 

m=0,272 

KS=0,072 

k=0,323 
Y=0,403 

0,86833 0,00410 

*  размерность кинетических констант соответствует 

измерению концентраций в г/л и удельной скорости 

роста в ч1 

 

Таблица 2 

 

Кинетические константы для модели Моно 
 

О
п

ы
т 

Начальные 

концен-
трации, г/л 

Константы модели Значение 

Ф 

X0 S0 μm, ч1 KS, г/л KD, ч1 Y, г/г 

1  11,7  1,96  0,135  1,4966  0,027  1,3128  0,29998 

2  6,28  1,96  0,2326  1,784  0,0394  1,2914  0,26929 

3  2,7  1,96  0,6028  2,5998  0,10777  2,0418  0,12533 

4  9,4  1,98  0,1058  1,1872  0,0242  1,3264  0,25974 

5  7,2  1,98  0,15541  0,76919  0,05929  2,35995  0,05900 

6  2,0  0,55  0,47742  0,79824  0,04926  1,45474  0,00393 

 

Анализ рис. 4 позволяет сделать следующие выво-

ды. Все математические модели, за исключением  

рис. 4a, b (уравнения (6), (7) табл. 1) удовлетворитель-

но описывают экспериментальные данные. Макси-

мальные приведенные погрешности для биомассы и 

субстрата составляют 6,1 и 1,9 %, что соответствует 

сумме квадратов отклонений, подсчитанных по урав-

нению (5) в 0,00416. Визуальная оценка результатов 

расчетов по моделям так же, как и для объекта 1, не 

позволяет выявить преимущества какой-либо из них. В 

соответствии с табл. 1, сумма квадратов отклонений 

расчетных и экспериментальных значений для объекта 

2 в случае использования уравнений (8)  (12) также 

различается незначительно. Вычисления показывают, 

что различия у использованных моделей (8)  (12) соот-

ветствуют приведенной погрешности примерно в 0,3 %, 

что также существенно меньше погрешности экспери-

ментальных данных. Поэтому невозможно выбрать 

лучшую модель из уравнений (8)  (12) табл. 1, ис-

пользуя в качестве критерия уравнение (5). Наиболее 

неподходящие модели (уравнения (6), (7) табл. 1) так 

же, как и для объекта 1 могут быть отброшены на ос-

нове критерия (5). Значение n в модели (10) мало отли-

чается от 1 для обоих объектов, что служит указанием 

на существование в системе механизма, работающего в 

соответствии со схемой (1). 

Таким образом, анализ применимости уравнений 

«типа Моно» для двух различных микроорганизмов, 

растущих на разных субстратах, позволяет сделать 

следующие выводы: 

– уравнения «типа Моно» (уравнения (8)  (12)) 

удовлетворительно описывают результаты экспери-

ментов при неизменных концентрациях субстратов и 

биомассы; 

– расчеты динамики накопления биомассы и по-

требления субстрата, полученные по моделям (8)  

(12) при одних и тех же начальных условиях, практи-

чески не различимы, что не позволяет сделать вывод 

о преимуществах какой-либо одной из них. 

 

3. ВОЗМОЖНОСТЬ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МОДЕЛЕЙ 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ НАЧАЛЬНЫХ  

КОНЦЕНТРАЦИЯХ СУБСТРАТА И БИОМАССЫ 

 

В разделе 2 были проанализированы возможности 

использования моделей «типа Моно» для описания 

кинетики биосинтеза при одинаковых концентрациях 

субстрата и биомассы. Для большей общности было 

бы желательно провести подобный анализ и для ши-

роких диапазонов изменения концентраций. В этом 

разделе работы мы использовали экспериментальные 

данные работы [60], полученные для смешанной 

культуры дрожжей на субстрате, являющимся отхо-

дом спиртового производства. 

Для описания кинетики мы использовали сле-

дующую модель:  

 

XKX
dt

dX
D ,                                                   (13) 

 

 S ,                                                                  (14) 

 

X
Ydt

dS


1
,                                                       (15) 

 
где слагаемое KDX отвечает за отмирание микроорга-
низмов (KD – константа), а удельная скорость роста 
(14) зависит от концентраций субстрата по формуле 
Моно (9). Вначале были определены значения кине-
тических констант модели для каждого из шести 
опытов в отдельности. Результаты вычислений при-
ведены в табл. 2. 

Выполненные расчеты показывают, что модель  
(13)  (15) удовлетворительно описывает каждый из 
шести опытов в отдельности (рис. 5). Максимальные 
приведенные погрешности для биомассы и субстрата 
составляют около 1 и 3 %. Вместе с тем значения всех 
без исключения кинетических констант существенно 
различаются в разных опытах. Это ставит под сомнение 
возможность   получения   единой   модели,  адекватной  
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Рис. 3. Описание экспериментов для Pseudomonas на комплексном субстрате различными кинетическими моделями. Концентрация 

субстрата выражена в гO2/л (по БПК5). Точки – экспериментальные данные, линия – расчет по соответствующей модели 
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Рис. 4. Описание экспериментов для Paecilomyces Variotii на отходах сульфата-целлюлозы различными кинетическими моделями. 
Концентрация субстрата выражена в гO2/л (по БПК5). Точки – экспериментальные данные работы [59], линия – расчет по соответ-

ствующей модели 
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рассматриваемому объекту в широких диапазонах 
концентраций. 

По этой причине была предпринята попытка полу-

чить значения кинетических констант, справедливых 

для всех шести опытов (табл. 2) одновременно. Были 

получены следующие значения: μm=0,07088 ч1, 

KS=0,09944 г/л, KD=0,02053 ч-1, Y =1,02193 г/г. Значение 

критерия Ф для всех шести опытов в этом случае со-

ставляет 7,64872. Из рис. 6 следует, что модель (13)  

(15) с указанными значениями констант не позволяет 

получить удовлетворительного описания эксперимен-

тальных данных. Наиболее существенные погрешности 

наблюдаются в описании концентраций субстрата в 

опытах 1, 3  6 (рис. 6а, c  f) и концентраций биомассы 

в опытах 2 и 3 (рис. 6b, c). Таким образом, из анализа 

расчетных и экспериментальных данных, приведенных 

в этом разделе, можно сделать следующие выводы: 

– модель «типа Моно» удовлетворительно описы-

вает кинетику роста микроорганизмов и потребления 

субстрата при конкретных начальных концентрациях; 

– эта же модель не позволяет проводить адекват-

ное описание экспериментальных данных при раз-

личных начальных концентрациях биомассы и суб-

страта, изменяющихся в широких диапазонах. 
 

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕЖИМОВ РАБОТЫ  

БИОХИМИЧЕСКИХ РЕАКТОРОВ ПРИ  

ИСПОЛЬЗОВАНИИ КИНЕТИКИ «ТИПА МОНО» 
 

Математическая модель биохимического реактора 

непрерывного типа с идеальным смешением по жид-

кой фазе в случае с одним лимитирующим субстра-

том может быть записана в виде [3, 61, 62]: 
 

DXXS
dt

dX
 )( ,                                              (16) 

 

Y

XS
SSD

dt

dS )(
)( 0


 ,                                (17) 

 

где Х – концентрация биомассы в реакторе; S, S0 – 

концентрация субстрата в реакторе и начальная кон-

центрация субстрата на входе в реактор; Y – экономи-

ческий коэффициент;  – удельная скорость роста 

биомассы; D = F/V – удельное разбавление; F – рас-

ход субстрата через биохимический реактор; V – объ-

ем биохимического реактора. Соответственно для 

кинетических зависимостей  (S), представленных в 

табл. 1 уравнениями (6)  (12), модель проточного 

биохимического реактора (16)  (17) может быть за-

писана в одной из следующих форм. 
 

1. (S)=k : 
 

DXkX
dt

dX
 ,                                                       (18) 

 

Y

kX
SSD

dt

dS
 )( 0 .                                         (19) 

 

2. (S)=kS : 
 

DXkSX
dt

dX
 ,                                                   (20) 

Y

kSX
SSD

dt

dS
 )( 0 .                                       (21) 

 

3. (S)=kSn : 

DXXkS
dt

dX n  ,                                                 (22) 

 

Y

XkS
SSD

dt

dS n

 )( 0 .                                   (23) 

 

4.  
S

m
KS

S
S


 : 

 

DXX
KS

S

dt

dX

S
m 


 ,                                    (24) 

 

Y

X

KS

S
SSD

dt

dS

S
m 


 )( 0 .                      (25) 

 

5.  
S

n

n

m
KS

S
S


 : 

 

DXX
KS

S

dt

dX

S
n

n

m 


 ,                                 (26) 

 

Y

X

KS

S
SSD

dt

dS

S
n

n

m 


 )( 0 .                   (27) 

 

6.    kS
m eS /1  : 

 

  DXXe
dt

dX kS
m   /1 ,                                 (28) 

 

 
Y

X
eSSD

dt

dS kS
m   /

0 1)( .                 (29) 

7.  
2kSKS

S
S

S

m


 : 

 

DXX
kSKS

S

dt

dX

S

m 



2

,                        (30) 

 

Y

X

kSKS

S
SSD

dt

dS

S

m 



20 )( .          (31) 

 

Учитывая, что при использовании зависимости 

(S)=k не удается получить высокого качества описа-

ния экспериментальных данных (см. табл. 1), мы не 

рассматривали в дальнейших рассуждениях модель 

биореактора, построенную на основе уравнений (18) 

и (19). 

Уравнения для статических режимов могут быть 

получены, если  положить  в  уравнениях  (20)    (31)  
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Рис. 5. Описание экспериментальных данных для кормовых дрожжей на комплексном субстрате моделью (13)  (15): a) X0 = 11,7; 
S0 = 1,96; b) X0 = 6,28; S0 = 1,96; c) X0 = 2,7; S0 = 1,96; d) X0 = 9,4; S0 = 1,98; e) X0 = 7,2; S0 = 1,98; f) X0 = 2,0; S0 = 0,55. Точки – экс-

периментальные данные работы [60], линия – расчет по соответствующей модели 

 

dX/dt = dS/dt = 0. Тогда получим следующие зависи-

мости для расчета концентраций X и S в статическом 

режиме на выходе из реактора (внутри реактора). 

 

1. (S)=kS :
k

D
S  ,                                                    (32) 

Y
k

D
SX 








 0 .                                                      (33) 

 

2. (S)=kSn: 
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Рис. 6. Описание экспериментальных данных для кормовых дрожжей на комплексном субстрате моделью (13)  (15): a) X0 = 11,7; 

S0 = 1,96; b) X0 = 6,28; S0 = 1,96; c) X0 = 2,7; S0 = 1,96; d) X0 = 9,4; S0 = 1,98; e) X0 = 7,2; S0 = 1,98; f) X0 = 2,0; S0 = 0,55. Точки – экс-

периментальные данные работы [60], линия – расчет по соответствующей модели 

 

n

k

D
S

1









 ,                                                                (34) 

Y
k

D
SX

n



























1

0 .                                             (35) 

3.  
S

m
KS

S
S


 : 

 

D

DK
S

m

S


 ,                                                              (36) 
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Рис. 7. Зависимости концентрации биомассы X от величины удельного разбавления D в статическом режиме при использовании 

различных моделей кинетики. Буквы соответствуют уравнениям: a)  (33); b)  (35); c)  (37); d)  (39); e)  (41); f)  (43). Началь-

ные концентрации субстрата составляют: I  0,5 г/л; II  1 г/л; III  1,5 г/л; IV  2 г/л; V  2,5 г/л; VI  3 г/л 
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D

DK
SX

m

S




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Рис. 8. Зависимости удельной продуктивности Q от величины удельного разбавления D в статическом режиме при использовании 

различных моделей кинетики. Буквы соответствуют уравнениям: a)  (33); b)  (35); c)  (37); d)  (39); e)  (41); f)  (43). Началь-

ные концентрации субстрата составляют: I  0,5 г/л; II  1 г/л; III  1,5 г/л; IV  2 г/л; V  2,5 г/л; VI  3 г/л 

 

5.    kS
m eS /1  : 
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m D
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kSX
m

m





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6.  
2kSKS
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
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   
kD

KkDDD
S

Smm




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2

4 22

,           (42) 
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Y
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KkDDD
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Smm



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
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
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




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2

4 22

0
. (43) 

 

Заметим, что при использовании кинетического 

уравнения (12) табл. 1 при расчете X и S по уравнени-

ям (42)  (43) имеют место два статических состоя-

ния. Анализ условий функционирования проточного 

биореактора позволяет сделать вывод о том, что ин-

тересующий нас режим наблюдается при использова-

нии в уравнениях (42)  (43) знака «–». 

Для анализа режимов работы биохимических ре-

акторов наибольшее значение имеет изучение зави-

симости X(D), как основного технологического пара-

метра, а также удельной продуктивности  биореакто-

ра по биомассе Q(D) = D.X(D).  

На рис. 78 показаны зависимости концентраций 

биомассы и удельной продуктивности реактора от 

величины удельного разбавления при различных на-

чальных концентрациях S0. При малых значениях 

удельного разбавления 0 < D < 0,175 ч1 значения 

концентраций биомассы, рассчитанной по разным 

моделям, практически совпадают (рис. 7). Различия X 

становятся существенными при значениях удельного 

разбавления 0,175 < D < 0,25 ч1, соответствующих 

максимальной удельной продуктивности (рис. 7, 8). 

Отметим, что именно такие режимы, как правило, 

выбираются в качестве «рабочей точки» биохимиче-

ского реактора. Зависимости, приведенные на рис. 7, 

не позволяют осуществлять прогноз «точки вымыва-

ния», т. е. такого удельного разбавления, при котором 

концентрация биомассы становится равной нулю. 

Так, в соответствии с рис. 7a, b такое состояние в 

заданном диапазоне удельных разбавлений вообще не 

наблюдается при значениях начальных концентраций 

субстрата более 0,5 г/л, в то время как при использо-

вании других моделей «точка вымывания» существу-

ет при значениях D от 0,21 до 0,226 ч1. Графики 

удельных продуктивностей, построенные с помощью 

различных математических моделей, также несуще-

ственно различаются при малых удельных разбавле-

ниях 0 < D < 0,175 ч1 и существенно различаются 

при оптимальных D.  

Таким образом, из расчетов и анализа данных 

этого и предыдущих разделов можно сделать сле-

дующие выводы: 

– с одной стороны, в разделе 2 было показано, что 

на основе экспериментальных данных не всегда уда-

ется осуществить правильный выбор кинетической 

модели, т. к. отклики, полученные по различным 

уравнениям, практически совпадают; 

– с другой стороны, расчеты статических режи-

мов работы биохимических реакторов, выполненные 

по этим моделям, различаются весьма существенно. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В результате расчетов, выполненных в настоящей 

работе, на базе обширного экспериментального мате-

риала получены ответы на вопросы, сформулирован-

ные в первом разделе. 

Показано, что уравнения «типа Моно» удовлетво-

рительно описывают результаты экспериментов лишь 

при неизменных концентрациях субстратов и биомас-

сы; в этих условиях практически невозможно сделать 

вывод о преимуществах какой-либо одной из них. 

Эти модели не позволяют проводить адекватное опи-

сание экспериментальных данных при различных 

начальных концентрациях биомассы и субстрата, 

изменяющихся в широких диапазонах. Расчеты ста-

тических режимов работы биохимических реакторов, 

выполненные по этим моделям, различаются весьма 

существенно. 

Таким образом, тщательный анализ математиче-

ских моделей, используемых в настоящее время для 

описания процессов биосинтеза, позволяет сделать 

вывод о существенных недостатках и ограниченности 

такого описания. По этой причине было бы необхо-

димо осуществлять поиск новой, более стационарной 

основы для разработки моделей биотехнологических 

и микробиологических процессов, одновременно 

учитывающих их стохастичность, различные виды 

гетерогенностей и фазовых сдвигов на популяцион-

ном уровне. Учитывая, что, в действительности, ба-

зовую роль в большинстве биологических процессов, 

сопутствующих росту популяции, имеют процессы 

чтения и трансляции информации, записанной в ДНК 

(РНК), по всей видимости, эти процессы и следует 

выбрать в качестве базы для построения модели био-

синтеза. Как было показано в обзоре (раздел 1), такой 

подход в настоящее время не используется. 
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