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К ВОПРОСУ О РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ  

В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ  
 

 

 Ю.Ю. Громов, В.А. Алеев, А.Г. Рошка 
 

Gromov Y.Y., Aleev V.A., Roshka A.G. The linear programming problems solving in cases of inexact source data. The article de-
scribes the possibilities of using the fuzzy multitude methods for building and analysis in complicated systems modeling. 

 

Практика применения математических методов и 

ЭВМ в решении вопросов, связанных с планировани-

ем при переходных процессах в сложных системах, 

несомненно, принесла свою пользу, однако она вы-

явила и существенные трудности. Последние имеют 

разную природу. Отметим такие, как недостаточное 

совершенство математического аппарата, плохое ин-

формационное обеспечение (неполнота, недостовер-

ность и неточность информации, невозможность ее 

оперативного использования из-за отсутствия авто-

матизированных баз данных), недостаточное алго-

ритмическое и программное обеспечение. Отметим 

также трудности, связанные с качеством моделирова-

ния. Обеспечить высокий уровень моделирования, 

ведущий к созданию адекватной рабочей модели 

сложной системы, хорошо «притертой» к ней и по-

зволяющей отслеживать и прогнозировать развитие 

объекта планирования, – задача нелегкая. 

В условиях искаженной, неточной, неполной ин-

формации польза рекомендаций, выработанных на 

основе использования детерминированных математи-

ческих формализаций, становится, мягко говоря, со-

мнительной. Поэтому актуальной становится задача 

применения методов, основанных на использовании 

формализованной качественной информации, позво-

ляющих решать задачи планирования в условиях не-

определенности. При принятии решений на верхнем 

иерархическом уровне базовой является задача ли-

нейного программирования, формализующая процесс 

распределения входных координат с целью достиже-

ния максимума (минимума). Однако при управлении 

в сложных системах, как правило, помимо одного 

основного критерия необходимо использовать целый 

ряд других. 

На ранних этапах развития системного анализа о 

факторах неопределенности и причинах, их порож-

дающих, просто не упоминалось в силу принятого 

«глобального» допущения о детерминированной 

сущности рассматриваемых процессов и объектов. 

Дальнейшее развитие системного анализа позво-

лило отказаться от «глобального» допущения и ис-

пользовать, при исследовании объектов и процессов, 

более реалистичный математический аппарат, осно-

ванный на методах теории нечетких функций и ста-

тистики. Однако возможность применения любого 

математического аппарата, даже самого совершенно-

го, при исследовании реальных явлений всегда огра-

ничена тем, что: должна быть априори принята неко-

торая система допущений; проведены необходимые 

экспериментальные исследования; поставлена и ре-

шена задача идентификации (т. е. определены пара-

метры и структура математической модели, обеспе-

чивающие наилучшее совпадение выходных коорди-

нат модели и процесса при одинаковых входных воз-

действиях). 

Реализация каждого из этих пунктов сопряжена 

со значительными трудностями: оценкой степени 

уверенности в выбранной системе допущений; слож-

ностью, а порой и просто отсутствием возможности, 

проведения необходимого набора экспериментальных 

исследований; ненаблюдаемостью ряда параметров и 

разработкой, в связи с этим, специальных методов 

решения задачи идентификации. 

Поэтому существуют объективные причины, су-

щественно сдерживающие развитие системного ана-

лиза и прикладных аспектов его использования. Од-

нако с развитием системного анализа был накоплен 

определенный опыт исследования субъектов слож-

ных систем, и поэтому чрезвычайно актуальным яв-

ляется применение этого опыта при разработке более 

реалистичных математических моделей. Этому, в 

значительной мере, способствуют методы инженерии 

знаний [1–6, 11, 12], позволяющие строить и форма-

лизовать лингвистические переменные и утвержде-

ния путем введения соответствующих функций при-

надлежности. 

Задача линейного программирования с вектор-

ной целевой функцией. Рассмотрим формализацию 

задач линейного программирования следующего вида: 
 

(x) = cx  max,           (1) 

<ai,x>  bi, 

x  0, 

dim() = m, 
 

где c, ai, bi, x,  = 1, m – n – мерные векторы. 

Рассмотрим множество возможных решений за-

дачи (1): 
 

X = {x: <ai, x  bi, i = 1, m, x  0}. 
 

Пусть m и M соответственно минимальное и 

максимальное значения i-ой целевой функции, опре-

деленной на множестве X: 
 

m = min <c,x>, M = max <c,x> при x X. 
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Предположим, что для всех  выполняется нера-

венство 

 

m  M,  = 1,k. 

 

Вводя в рассмотрение нечеткие цели, соответст-

вующие каждой целевой функции (1), задачу (1) 

представим в виде: 

 

D(x) = 1(1(x))  2(2(x))  …  k(k(x))  max 

при x X,                                          (2) 

 

где (.) – функция принадлежности нечеткой цели, в 

качестве которой рассматривается соответствующая 

целевая функция , = k,1 , D – нечеткое решение. 

Определим функции принадлежности (.) следую-

щим образом: 
 

      0, z < d, 

(z) = L((M – z)/), d  z  M.          (3) 

      1, z > M. 
 

L(.) – некоторая функция, обладающая следую-

щими свойствами: 

L(.) определена на [0,); 

L(.) непрерывная неубывающая функция на всей 

области определения; 

L(0)=1; 

L(.) строго возрастающая функция на интервале 

[(L(y)>0)–1,]; 

L(.) имеет обратную функцию на интервале 

[(L(y)>0)–1,]. 

Величина d (m,M), пусть (d) = , где   [0,1). 

Величину  в соответствии с (3) определим следующим 

образом: 

 

 = (M – d)/L
–1(),           (4) 

 

при этом, если d = M, то вместо (3) целесообразно 

использовать соотношение вида: 

 

             0, z < d, 

(z) =                              (5) 

             1, z > d. 

 

Рассмотрим следующие утверждения: 

Утверждение 1. Каждое максимизирующее ре-

шение (2) с функциями принадлежности, определяе-

мыми в соответствии с (3) или (5), является слабо 

эффективными для (1). 

Доказательство. Доказательство утверждения 

проводится на основе теоремы, сформулированной и 

доказанной в [7, 8]. 

Утверждение 2. Для каждого x  X, являющегося 

эффективным для (1), существуют функции принад-

лежности ,  = k,1 , в форме (3) или (5) такие, что x 

является максимизирующим решением в (2). 

Утверждение 3. Если существует такой x  X, 

что D > 0, то (2) может быть представлена в эквива-

лентной форме, имеющей вид: 

 
xn+1  min, 

<c,x> + xn+1  M,  = 1,k, 

<ai, x>  bi, i = m,1 ,          (6) 

x  0 : xn+1  L–1(), 

 

где =min. 
Доказательство. В [9, 10] доказано, что задача 

(2) эквивалентна следующей задаче: 

 

  max, 

(<c,x>)  ,  = k,1 ,                          (7) 

<ai, x>  bi, i = m,1 , 

x  0. 

 
Используя утверждение 1, задачу (7) представим 

в виде: 
 

  max, 

L((M – <c,x>)/)  ,  = k,1 ,          (8) 

x  0,   min. 
 

Пусть L–() = xn+1, тогда, в силу свойств функции 

L–(.), задача (8) приводится к форме (6). 

Рассмотрим возможность решения задачи (1), 

представленной в эквивалентной форме (6), с помо-

щью введения параметра. Введем в рассмотрение 

параметр Q, определяемый следующим образом: 
 

Q= L–(), = k,1 . 

 

Получение такой последовательности возможно, 

но в некоторых случаях необходимо ввести новую 

нумерацию используемых целевых функций. Тогда 

задача (6) заменится последовательностью задач вида: 

 

<ck,x>  max, 

<c,x>  d,  = 1,1 L , 

<c,x>  M – Q,  = 1, kL ,          (9) 

<ai,x>  bi, i = m,1 , 

x  0, 

Q  [QL-1,QL], L = 1,1 k , 

 

где Q= L–(). 

Рассмотрим следующее утверждение: 

Утверждение 4. Пусть x(Q), Q[0,Qk–1], является 

решением (9), тогда x(Q) – слабо эффективное реше-

ние задачи (1). 

Доказательство утверждения следует непосредст-

венно из теоремы, доказанной в работе [7]. 

 

Задача линейного программирования с век-

торной целевой функцией и нечеткими парамет-

рами. Математическая формализация рассматривае-

мой задачи имеет вид: 
 

min(<C1,x>, …, <Ck,x>),         (10) 

x  X(A,B) = {x  Rn : <Aj,x>  Bj, j = m,1 , x  0}, 

 

где C1…Ck, Aj,Bj – нечеткие параметры. 

Определение 1. Под множеством -уровня для 

нечетких чисел Aj,Bj,Ci будем понимать множество 

[L](A,B,C), построенное следующим образом: 



Вестник ТГУ, т.5, вып.1, 2000 

 

85 

[L](A,B,C) = {(A,B,C):Aj(Aj)  ; Bj(Bj)  ; Cj(Cj) 

 ; i = k,1 ; j = m,1 ;}. 

 

Будем считать, что для множества -уровня вы-

полняется следующий набор свойств 

 

1  2  [L]1(A,B,C)  [L]2(A,B,C). 

 

Математическая формализация задачи (10) на 

множестве -уровня примет следующий вид: 

 

min(<C1,x>, … ,<Ck,x>),         (11) 

x  X(A,B) = {x  Rn : <Aj,x>  Bj, j = m,1 , x  0}, 

(A,B,C)  [L](A,B,C). 

 

Введем определение -эффективного (-Парето)-

оптимального решения. 

Определение 2. Будем называть x*  X(A*,B*) -

эффективным (-Парето-оптимальным) решением 

задачи (11), если, и только если, не существует x   

 X(A,B), (A,B,C)  [L](A,B,C) такой, что <Ci,x>   

 <Ci*,x*>, i = k,1 , а (A*,B*,C*) – -эффективные 

параметры. 

Рассмотрим более сложную конструкцию целей, 

которая соответствует лингвистическим понятиям: 

«нечеткий минимум», «нечеткий максимум», «нечет-

кое равенство». С учетом более сложной конструкции 

целей задача (11) примет вид: 

 

min<Ci,x> (i  I1); 

max<Ci,x> (i  I2); 

<Ci,x> (i  I3); 

x  X(A,B); (A,B,C)  [L](A,B,C); 

I1  I2  I3 = k,1 ; Ii  Ii+1 = 0; i = 1,2. 

 

Введем в рассмотрение функции принадлежно-

сти, соответствующие каждому из выделенных мно-

жеств индексов. 

i  I1 

   1, (<Ci,x>1
R

 )  (<Ci,x>) 

i(<Ci,x>) = Di
R(<Ci,x>),(<Ci,x>1

R
 )<(<Ci,x>)<(<Ci,x>0

R
 ), 

   0,(<Ci,x>)(<Ci,x>0
R

 ) 

 

i  I2 
   0, (<Ci,x>1

L
 )  (<Ci,x>) 

i(<Ci,x>) = Di
L(<Ci,x>),(<Ci,x>1

L
 )<(<Ci,x>)<(<Ci,x>0

L
 ), 

   1,(<Ci,x>)(<Ci,x>0
L

 ) 

 

i  I3 
   0, (<Ci,x> )  (<Ci,x>1

L), 

              Di
L(<Ci,x>), (<Ci,x>0

L
 )<(<Ci,x>)(<Ci,x>1

L
 ) 

i(<Ci,x>) = 1, (<Ci,x>1
L)<(<Ci,x>)(<Ci,x>1

R), 

    Di
L(<Ci,x>), (<Ci,x>0

R
 )<(<Ci,x>)<(<Ci,x>1

R
 ) 

              0, (<Ci,x>)  (<Ci,x>0
R

 ) 

 

где Di
L(.), Di

R(.) – соответственно сильно монотонно 

возрастающая и убывающая функции, которые могут 

быть как линейны, так и нелинейны; <Ci,x>0
L, 

<Ci,x>0
R, <Ci,x>1

L, <Ci,x>1
R – соответствуют порого-

вым значениям , т. е.  = 0 и  = 1, индекс вверху  

(L или R) соответствует способу представления 

функции принадлежности: сильно монотонно возраста-

ющая (L) и сильно монотонно убывающая – (R).  

Ввиду того, что мы рассматриваем более сложный 

набор целей, для которого мы ввели в рассмотрение 

соответствующие функции принадлежности, вместо 

определения 2 будем использовать новое. 

Определение 3. x* X(A*,B*) будем называть -

эффективным (-Парето-оптимальным) решением 

задачи (2), если и только если не существует x  

 X(A,B), (A,B,C)  [L](A,B,C) такого, что i(<Ci,x>)   

 i, i = k,1 , а (A,B,C) -эффективные параметры. 

Используя задачу (11), приведем к следующему 

эквивалентному виду: 

 

Min D(1(<C1,x>), …, k(<Ck,x>), ), 

(x,A,B,C)  (),   [0,1].         (12) 

 

() – множество -эффективных решений, соответ-

ствующих различным -уровням. 

Решение задачи (12) эквивалентно решению зада-

чи вида: 

 

min      max(i – i(<Ci,x>)), 

x  X(A,B)     1  i  k                       (13) 

(A,B,C)  [L](A,B,C), 

 

которая в свою очередь эквивалентна задаче: 

 

min ,           (14) 

i – i(<Ci,x>)  , i = k,1 , 

Ajx  Bj, j = m,1 , x  0, 

(A,B,C)  [L](A,B,C). 

 

Задача (14) является линейной, т. к. в общем виде 

используется функция принадлежности i(.), которая 

является нелинейной. 

Для того чтобы вместо (14) рассматривать задачу 

линейного программирования, воспользуемся свойст-

вами функций Di
L(.), Di

R(.) 

 

(<Ci,x>)  (Di
R)–1(i – b), i  I1I3, 

(<Ci,x>)  (Di
L)–1(i – b), i  I2I3, 

 
введем в рассмотрение множества, определенные 

следующим образом: 

 
Si

R(Ci) = {(x,b): <Ci,x>  (Di
R)–1(i – b)}, i  I1I3, 

Si
L(Ci) = {(x,b): <Ci,x>  (Di

L)–1(i – b)}, i  I2I3, 

Tj(Aj,Bj) = {x:< Aj,x  Bj, j= k,1 }. 

 
В соответствии со способом представления не-

четких чисел и свойствами функций Di
L(.), Di

R(.) для 

введенных множеств справедливы следующие соот-

ношения: 

 
Ci

1  Ci
2, Si

R(Ci
1)  Si

R(Ci
2), Si

L(Ci
1)  Si

L(Ci
2); 

Aj
1  Aj

2, Tj(Aj
1,Bj

1)  Tj(Aj
2,Bj

1); 

Bj
1  Bj

2, Tj(Aj
1,Bj

1)  Tj(Aj
1,Bj

2). 

 
Т. к. A,B,C – нечеткие числа, то они могут быть 

представлены с помощью интервалов, каждый из 

которых соответствует выбранному значению : 

[Ci
R,Ci

L], [Bi
R,Bi

L], [Ai
R,Ai

L], тогда задача (14) при-

мет вид: 
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min  

(<[Ci
L]>,x)  (Di

R)–1(i – b), i  I1I3, 

(<[Ci
R]>,x)  (Di

L)–1(i – b), i  I2I3,                                  (15) 

(<[Aj
L] ,x>)  [Bj

R] , j = m,1 , x  0. 

 

Сформулируем следующие утверждения. 

Утверждение 5. Если x* – единственное опти-

мальное решение задачи (15), то оно является также 

-эффективным (-Парето-оптимальным) решением 

задачи линейного программирования со многими 

целями. 

Доказательство. Будем доказывать утверждение 

от противного. Пусть x* не является -эффективным, 

тогда существует такое 
 

x  X(A,B), (A,B,C)  [L](A,B,C), 
 

что  
 

i(<Ci,x>)  i(<[Ci
L],x>), (i  I1I3

R), 

i(<Ci,x>)  i(<[Ci
R],x>), (i  I2I3

L), 

max(i – i(<[Ci
L],x*>))  max(i – i(<[Ci

L],x>))   
i  I1I3

R    i  I1I3
R 

 max(i – i(<[Ci
L],x>)), 

i  I1I3
R  

max(i – i(<[Ci
R],x*>))  max(i – i(<[Ci

R],x>))   
i  I1I3

L     i  I1I3
L 

 max(i – i(<[Ci
R],x>)),  

    i  I1I3
L 

 

что противоречит тому, что x* является единствен-

ным оптимальным решением (15). 

Утверждение 6.  Если x* -эффективное (-

Парето-оптимальное) решение задачи линейного про-

граммирования со многими целями, то x* является 

оптимальным решением (15) для  = (1, …, k). 

Доказательство. Пусть x*,b* не являются опти-

мальным решением задачи (6) 
 

i – i(<[Ci
L],x>) = b*, (i  I1I3

R), 

i – i(<[Ci
R],x>) = b*, (i  I2I3

L), 
 

Пример. Рассмотрим задачу линейного програм-

мирования с векторным критерием. Математиче-

ская формализация имеет вид: 
 

I1(x) = –x1 + 2x2  max;  

I2(x) = 2x1 – 2x2  max; 

I3(x) = 2x3  max; 

I4(x) = x1 + x2  max; 

x1  1; x2  1; x3  1; x1 + x2 + x3  1,5; x1, x2, x3  0, 

 

где x1, x2, x3 – виды используемых ресурсов. Опреде-

лим границы интервалов нечеткости: 

 

m = min cx; M = max cx;  = 1,4. 
        x  X              x  X 

 

Соответственно получим следующие границы ин-

тервалов нечеткости: 
 

m1 = –2,5;   1 = 0; 

m2 = –1;      2 = 2; 

m3 = 0;       3 = 1; 

m4 = 0;       1 = 1,5. 

Воспользуемся для формализации функции при-

надлежности наиболее общей формой представления, 

принимая, что L(y) = max 0; 1 – y и d и b, с учетом 

m и , равны: 

 
d1 = –1,5;   1 = 1/3; 

d2 = 0;        2 = 0,2; 

d3 = 0,5;     3 = 0,2; 

d4 = 0;        1 = 0; 

L–(y) = 1 – y, y  [0;1]. 

 
Определим набор   следующим образом: 

 
 = (1 – d)/(1 – b); 

Q = L–(b) = 1 – b,  = 1,4 

 

и представим неубывающей последовательностью 

следующего вида: 

 

{2/3; 4/5; 4/5; 1}. 

 

Рассмотрим две задачи линейного программиро-

вания с параметром Q. 

Задача 1 

I(x) = x1 + x2  max, 

–x1 – 2x2  –2,25Q, 

2x1 – x2  2 – 2,5Q, 

x3  1 – 5Q/8, 

x1  1; x2  1; x3  1; x1 + x2 + x3  3/2; x1,x2,x3  0, 

Q  [0,2/3]. 

 

Задача 2 

I(x) = x1 + x2  max, 

–x1 – 2x2  –1,5Q, 

2x1 – x2  2 – 2,5Q, 

x3  1 – 5Q/8, 

x1  1; x2  1; x3  1; x1 + x2 + x3  3/2; x1,x2,x3  0, 

Q  [2/3, 4/5]. 

 

Решения приведенных задач имеют следующий 

вид: 

 

            (2,25Q; 0; 1,5 – 2,25Q), Q  [2/7; 4/13] 

x(Q) =  

            (0,5 + 5Q/8; 0; 0,5 – 5Q/8), Q  [4/13; 2/3], 

 

x(Q) = {(0,5 + 5Q/8; 0; 0,5 – 5Q/8), Q  [4/13; 2/3]}. 
 

Используя направление решения, найдем диапа-

зон изменения целевой функции: 
 

                2,25Q, Q  [2/7; 4/13] 

I(x(Q)) =  

                0,5 + 5Q/8, Q  [4/13; 4/5]. 
 

Определим функцию принадлежности нечеткой 

цели следующим образом: 
 

                          0,                 I(x(Q)) < 0 

(I(x(Q))) = 2/3I(x(Q)), 0  I(x(Q))  3/2. 

                          1,                 I(x(Q))  1 
 

Используя полученные решения и диапазон изме-

нения целевой функции, получим: 
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                     1,5Q, Q  [2/7; 4/13] 

(I(x(Q))) =  

                     1/3 + 5Q/8, Q  [4/13; 4/5]. 

 

 

Функция принадлежности нечеткого решения 

имеет вид: 

 

D(I(x(Q))) = (I(x(Q)))  (1 – Q), Q  [2/7; 4/5]. 

 

Максимальное значение D(.) достигается при  

Q = 8/17, что, в свою очередь, позволяет определить 

компоненты вектора, которые равны: 

 

x(8/17) = (0,79412; 0; 0,70588). 

 
Заключение. В работе изложены методы реше-

ния ряда задач с исходными данными, которые пред-

ставлены лишь набором общих оценок.  

Примеры подтверждают правомерность исполь-

зования аппарата нечетких множеств для решения 

задач линейного программирования с векторной це-

левой функцией. 
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