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ẋi = Fi(z1, ..., zn) − Gi(z1, ..., zn)xi, i = 1, ..., n, (1)

H����

Fi(z1, ..., zn) � 0, Gi(z1, ..., zn) > 0 (0 � zi � 1)

��� ��� I���
����	J ���	
����� ���� ��	 ��� I���
����	J �������� 	����	����� ����� �����������
�

���� zi �� � �
������ �� ��� ������ ���� ������������� xi, ���� zi = H(xi, θi, qi). K�� ��������
�
������� 	������� ���� ������������ �� ��� ���� ���
�����
 ���H��L� �� 	����	� �� M ����������

θ > 0, q > 0. �� q → 0, ���� H ������� ��� ���� �
������ H��� ��� 
��� N
�� �� x = θ � q → 0

⇒ z →
{

0 �� x < θ
1 �� x > θ

.

O� ������� �� ��� P��� �
������ ����� �
 z = H(x, θ, q) =
x1/q

x1/q + θ1/q
.

��� �������	�
�� ��
���
��

�� ICJ ��� 
� ���
�� ���� qi → 0 ��� ��� i = 1, ..., n.

CCBE
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ẋi = Fi(B1, ..., Bn) − Gi(B1, ..., Bn)xi, i = 1, ..., n, (2)

����� Bi = 0 �� 1 
�� �����
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 ! 
 � � � � "� #�
����� 	�� ��
�
� ��
�	��
� f(z, x) = z3 − 2z2 + 3z − x 

� g(z, x) =
= 2z − x. ���� 
�� ��$���
	% ��	 	�� ��$���
�� �� 
�	 ���
 ��	��
 	�� �����

����� ����
����
(����� Bn = B ��� 

� �����

 �
��
��� 

� 

� ����	��� n ), �� 	�
	 f(B, x) = g(B, x). &

�	��� �����% 	�� ���	��� ( �'�
	��
� ) ẋ = f(B, x) 

� ẋ = g(B, x) 
�� (��	 ���
	��
��

��
	 �� ��� 
 ���
� 
�����	��
 ��	 �
 	�� ����	��

� ���� �
 	�� �����

����� ������ ��

��
�
��	� �� 	�� ��
�	��
� �
 �
�� �
��
��� zi.
� � � � � � � "� ��� �� ��������	 C1 
�	���


ẋi = F i(z1, ..., zn) − Gi(z1, ..., zn)xi i = 1, ..., n

���� ���� f i(B) = Fi(B), Gi(B) = Gi(B) ��� ��	 ������� ������ B = (B1, ..., Bn).
��	����� 	�� ��������� ����� �� �����
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���� ���� ��������	� �� *���+% ���
��� 	�� ��,���
	�� �	��� ������� ��
�	��


z = H(x, θ, q) �� ����� 	� 	�� �	�� ��
�	��
% �� 	�
	 Hn(x, θ, q) ≈ H(x, θ, q) ��� ��
�� q > 0,


� �
 	�� ����	 �� ��	
�
 	�� �'�
��	� Hn(x, θ, 0) = H(x, θ, 0), �� 	�
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����� 	�
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ẋ = f(z, x) (3)

����� x = (x1, ..., xn), z = (z1, ..., zn), fi = fi(z1, ..., zn, xi), zi = H(xi, θi, qi) � qi > 0,
i = 1, ..., n � ���� �!
����% fi(z, x) = Fi(z) − Gi(z)xi ��� ��
� 
�	�������
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ẋ = f(B, x)

����� B = (B1, ..., Bn) �� 
 �����

 ���	��% �� �� Bi = 0 �� 1.
 ! 
 � � � � �� .�	 �� ��
����� 	�� ���	���

ẋ1 = 0.1z1 + 0.18x1

ẋ2 = 2z2 − x2,

ẋ1 = z2
1 − 0.9z1 + 0.18x1

ẋ2 = 2z2 − x2.

���� 
�� ���
	��
� ��	��
 	�� �����

����� ����
����% 
� B2
1−0.9B1 = 0.1B1 ��� 

� �����
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���� ������ �� �!���	�� 	� �� ����� 	� �
�� �	��� ��� ��,���
	�� �	���
�����
�� ��
�	��
� zi = H(xi, θi, qi), ����� qi > 0 
�� ��
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 ��� �	� ������������ ��������� �� ��� ��������� ������� ��� ���

��������� 
� ��� �	��� �� ������� �	� ��	����� �� �	� ��������� �� � �������� �� � �	���	��� ������

��� �	� ���� �� ��� ������ �� ������ �� �	� ��!��� �	�� x1 �� ����� �� ��� �	���	��� ����� θ1

"���� x1 �� � �������� ��������#� �	��� x2, ..., xn ���� ���� ���� �	��� ��� ������ �	���	��� ������

θ2, ..., θn "���� �	�� ��� ������� ���������#� 
	� �!������ "$# ��� �	�� �� � ��� ���� �	� ������

ẋ1 = f1(z1, zR, x1)
ẋR = fR(z1, zR, xR),

�	��� xR = (xr)r∈R, zR = (zr)r∈R, fR = (fr)r∈R.
%� ������ x1 ���	 z1 = H(x1, θ1, q1) ������ �	� ��������� �!�������� ������ "&�	� ����

������'#(

q1ż1 =
z1(1 − z1)

x1
f1(z1, zR, x1)

ẋR = fR(z1, zR, xR),

�	��� x1 = H−1(z1, θ1, q1).

� ���������� �	� ���������) ��	����� ������ �	� �	���	��� x1 = θ1 ��� ���� �	� ������	���

�������������� τ = t/q ������ �	� ���� ������ ���� �	� �������� ����� ������(

z
′
1 =

z1(1 − z1)
x1

f1(z1, zR, x1)

x′
R = q1fR(z1, zR, xR),

�	��� x1 = H−1(z1, θ1, q1) ��� z
′
1 �� �	� ���������� ���	 ��� ��� �� �	� ���� ���� τ.

*������ qi → 0 �� ������ �� �	� �������� ����� �!������

z
′
1 =

z1(1 − z1)
θ1

f1(z1, BR, θ1),

�	��� BR = lim
qi→0

zR.


	� ��	����� �� �	� ��������� �� �	� �������� ������ ������ �	� �	���	���  ���� x1 = θ1

�� ���� �� ���� ����� ��������� �� ����������  ����� �� �	� �������� ����� �!������� ��� ���������

������� ����� ���� ����� �� �	� �������� ����� �!������ 	�� �� ���� ��������� ������ ����������

 ���� z∗1 ∈ (1). +� �	�� ���� �	� ����� �������� �� �	� �	���	���  ���� "�	��� qi = 0 # ����� �	�
������� ������

ẋR = fR(z∗1 , BR, xR).

+� �	��� �� �� ������ ����������  ���� ������ (1), �	�� ���	�� z1 = 0 �� z1 = 1 ���� ��

���� ��������� ������� �	��	 ����� ��������� ��������� �	����	 �	� �	���	���  ���� x1 = θ1

"�� �� �� ������� ����� ��� �����#�

, - � �  � � . "�����#

*�� �� ���� ������ �� �	� �������� ����� �!������� ��� �	� ������� ���� ,-�� �� .�

z
′
1 =z1(1 − z1)(0.1z1 + 0.18),

z
′
1 =z1(1 − z1)(z2

1 − 0.9z1 + 0.18)
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�	�  ��������� ���� ��� �� ���� ��/������ +� �	� ��	�� 	���� �� qi → 0, �	�� �	� ��������

���� ��������� �� �� �  ���� �� 
	����� 
 ���� ��� ����������	 �������  ���������� ��� ������
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z
′
1 =

z1(1 − z1)
θ1

f1(z1, BR, θ1),

���
� BR = lim
qi→0

ZR, ��� ���� ���� ��������
� ��������� �� (1).  �����
	 ���� ��� ��������

��� ��� 
�������� ��������
� ��������� ��� �
����� ������� ������� �� ��� ��
������ ������ ����

�� ��� �� ��� ���� ���� ��� ������� ������ z1(0) �
� �����
 0 �
 1.

!�����	

z1(0) = lim
q1→0

H(x1, θ1, q1) = 0 �� x1 < θ1 ��� 1 �� x1 > θ1.

!� x1 < θ1, ���� z1(0) = 0, ����� ����� ���� z1(τ) ���� ���� �� ��� ���
�� ��������

��������
� ����� z
(1)
1 ∈ (0, 1). !� ��� ��� ����� ���
�
 �� ��������
� ��������� �� (1) �� ����	

���� ��� 
�������� ��������
� ����� ������ ���� ����
��� (0, 1) �� �����
��� ��� ����� x1 = θ1
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�
 �� ��������
� ��������� �� (1) �� ���� !� ���� ���� z1(τ) ����
���� �����
 �� ��� �������� �
 �� ��� 
�������� ��������
� ����� ����� 
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���
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� C1 ��������� f �� ��� ������ ẋ = f(z, x) ��� 
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ẋi = Fi(z1, ..., zn) − Gi(z1, ..., zn)xi, i = 1, ..., n,

���
� Fi, Gi �
� ����
�� C1 �����������

�� �$������ ��� ������������ ��
������ ����� �� ����� �� ����
�
� ��� ����� �������� ��

���� ������ ���� zi 
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