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Zhukovskaya T.V. Solvability of Volterra equations in Banach space. The conditions of solvability of the equation xAx=  
are obtained for operator A of Volterra type acting in space ],[ baW  of real measurable functions. In this note Volterra oper-

ator A is considered in sense: let E be such system of sets ,],[ bae ⊂τ  that ],0[ ab−∈τ∀  ,τ=τemes  

γτ ⊂⇒γ<τγ∀ ee ; suppose, that, for all ],[, baWyx ∈  and all Ee ∈τ  if )()( tytx = , τet∈ , then 

)()()()( tAytAx = , τ∈ et . 
 

В теории интегральных уравнений особое место 
занимают уравнения Вольтерра (уравнения с после-
действием), типичные при описании процессов, в 
которых состояние системы в каждый момент време-
ни зависит от состояния системы в предшествующие 
моменты. На специфические особенности «последей-
ствия» обратили внимание В. Вольтерра, А.Н. Тихо-
нов, Н.Н. Красовский, основополагающие идеи кото-
рых [1] легли в основу многочисленных исследова-
ний. В настоящей работе рассматриваются операто-
ры, действующие в произвольных полных функцио-
нальных пространствах, родственные по определе-
нию и свойствам операторам Вольтерра. 

Пусть E – такая система множеств ,],[ bae ⊂τ  что  
 

],0[ ab−∈τ∀  ,τ=τemes  γτ ⊂⇒γ<τγτ∀ ee, . 
 
Рассмотрим некоторое банахово пространство 

],[ baW  вещественных измеримых на ],[ ba  функций. 
Будем предполагать, что для любого множества 

,Ee ∈τ  если все члены некоторой сходящейся после-

довательности xxWx ibai →∈ ,],[  отвечают усло-

вию 0)( =tx i  при ,τ∈ et  то и предельная функция  

0)( =tx  при τ∈ et . То есть множество 

0)({ ],[
0 =∈=τ txWxW ba при }τ∈ et  замкнуто. 

Обозначим через )( τeW  пространство сужений 

функций из ],[ baW  на множество τe . Это простран-

ство изоморфно факторпространству 0
],[ / τWW ba . 

Согласно [2], норму в пространстве )( τeW  можно 
задать формулой 
 

],[
inf

)( baWeW
xx ττ =

τ
, 

 
где нижняя грань берется по всевозможным функци-
ям ,],[ baWx∈  являющимся продолжениями функции 

)( ττ∈ eWx . При таком определении нормы про-

странство )( τeW  является банаховым [2]. 

Определим оператор )()(:, τγτγ →Π eWeW , 

τ≥γ  равенством )())(( , txtx γγτγ =Π  при всех τ∈ et . 

Для каждого фиксированного ],[ baWx∈  норма 

)(,)( ττ
τ−τ Π=

eWabeW
xx  является неубывающей 

функцией аргумента τ . Мы будем предполагать, что эта 
функция является непрерывной. Отметим, что таким 
свойством обладает норма в пространстве ],[ bapL  сум-

мируемых в p -ой степени функций, ∞<≤ p1 , в про-

странстве ],[ baL ∞  существуют такие элементы, что 

)( τ∞
τ eL

x  является разрывной по τ  функцией. В про-

странствах ],[ baC  непрерывных функций и ],[ bapD  
абсолютно непрерывных функций следует, естественно, 
брать в качестве множества τe  отрезок, и тогда норма 
будет непрерывной по τ  функцией. 

Непрерывность функции 
)( τ

τ eW
x  по аргументу 

τ  позволяет доказать необходимое условие предком-
пактности множества в пространстве ],[ baW . 

Т е о р е м а  1. Если множество ],[ baW⊂Η  пред-
компактно, то оно ограничено и функции множества 
Η  имеют равностепенно непрерывные нормы, т. е. 
 

γτ∀Η∈∀>δ∃>ε∀ ,00 x  
 

⇒ε<γ−τ   

.
)(,)(, ε<Π−Π

γτ
γ−τ− eWabeWab xx  

 
Мы будем пользоваться следующим определени-

ем, предложенным в [3–5]. Оператор 
],[],[: baba WWA →  назовем вольтерровым на системе 

E , если для любого ],0[ ab−∈τ  и всех ],[, baWyx ∈  

из равенства yx abab τ−τ− Π=Π ,,  следует 

yAxA abab τ−τ− Π=Π ,, . Это определение обобщает 
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свойство вольтерровости по А.Н. Тихонову [1]. Воль-
терровый на системе E  оператор ],[],[: baba WWA →  

порождает семейство операторов →ττ )(: eWA  

)( τ→ eW , определяемое следующим образом. Пусть 

)()(:, γτγτ → eWeWP , τ≥γ  – оператор, продол-

жающий некоторым образом функцию )( ττ∈ eWx , 

Rex →ττ :  на множество γe . Обозначим 

abab PAA −ττ−τ Π= ,, , ).()(: τττ → eWeWA  Вследст-

вие вольтерровости оператора A  определенный 

здесь оператор τA  не зависит от способа продолже-

ния функций )( ττ∈ eWx  на ],[ ba  оператором 

abP −τ, . 

Т е о р е м а  2. Если вольтерровый на системе E  
оператор ],[],[: baba WWA →  непрерывен, то для лю-

бого ],0[ ab−∈τ  оператор )()(: τττ → eWeWA  
также непрерывен.  

Т е о р е м а  3. Если вольтерровый на системе E  
оператор ],[],[: baba WWA →  компактен, то для лю-

бого ],0[ ab−∈τ  оператор )()(: τττ → eWeWA  
также компактен. 

Рассмотрим уравнение 
 

xAx=                                                                            (1) 
 
с вольтерровым на системе E  оператором 

],[],[: baba WWA → . Вольтерровость оператора A  по-
зволяет говорить о локальной разрешимости уравне-
ния (1). Локальным решением уравнения (1), опреде-
ленным на τe , назовем такую функцию )( ττ∈ eWz , 

которая удовлетворяет уравнению τττ= xAx . Ло-

кальное решение  ],[ ξξ∈ apLz  называется продолже-

нием решения ,τz  а решение τz  – частью решения 

ξz , если ,, ξτξτ= zPz  ξ τ> . Функция Raz →ββ ),[:  
называется предельно продолженным решением 
уравнения (2), если при любом β<τ  элемент 

],[ ττ∈ apLz , ,, βτβτ= zPz  является локальным решени-

ем уравнения (1), и либо ,b=β  либо ],[ ββ∉ apLz . 

Т е о р е м а  4. Если вольтерровый на системе E  
оператор ],[],[: baba WWA →  вполне непрерывен, то 
уравнение (1) локально разрешимо, любое локальное 
решение является частью некоторого предельно 
продолженного решения. 

Оператор ],[],[: baba WWA →  будем называть 
улучшающим, если образом всякого ограниченного 
множества ],[ baW⊂Η  является множество элемен-
тов с равностепенно непрерывными нормами, т. е. 
 

γτ∀Η∈∀>δ∃>ε∀ ,00 x  
 

⇒ε<γ−τ   

.
)(,)(, ε<Π−Π

γτ
γ−τ− eWabeWab xAxA  

 
Заметим, что согласно теореме 1 компактный опера-
тор является улучшающим. 

Т е о р е м а  5. Пусть вольтерровый на системе 
E  оператор ],[],[: baba WWA →  является линейным 

улучшающим. Тогда уравнение fxAx =−  при каж-

дом ],[ baWf ∈  имеет единственное решение 

],[ baWz ∈ . Если { } ],[ bai Wz ⊂  – решения уравнений 

ifxAx =− , где последовательность { } ],[ bai Wf ⊂  

сходится к элементу ],[ baWf ∈ , то 

0
],[
→−

baWi zz . 
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