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Описан параллельный квазиньютоновский метод, использующий формулу Бройдена–Флетчера–Гольдфарда–

Шенно. Приводятся аналитические выражения, позволяющие оценить эффективность предложенных алгори т-

мов, и вычислительные эксперименты, проведенные для проверки этих выражений. 

 

 

Введение. В настоящее время существуют различ-

ные методы подбора весовых коэффициентов искусст-

венной нейронной сети (ИНС), наиболее распростра-

ненными из которых являются градиентные [1], бази-

рующиеся на разложении целевой функции в ряд Тей-

лора. Суть этих методов заключается в вычислении 

градиента: 
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и изменении весовых коэффициентов w


в противопо-

ложном направлении. Здесь ε  – невязка, вычисляемая 

целевой функцией: 

 

)(wεε


 ,              (2) 

 

w


 – весовые коэффициенты (веса); wl  – число весов; 

I  – номер итерации [2, 3]. 

Следовательно, для вычисления одного элемента 

градиента 
 I
iε  необходимо вычислить невязку при 

текущем значении весовых коэффициентов, а затем при 

измененном. После вычисления градиента происходит 

изменение весовых коэффициентов согласно формуле: 
 

       III+I εsw=w 
 1

,             (3) 

 

где 
 Is


 – коэффициент обучения на I -й итерации. 

Изменение весовых коэффициентов можно вычис-

лить как 
 

     1 III ww=wΔ


.             (4) 

 

Одним из частных случаев градиентных методов 

являются методы переменной метрики, известные так-

же как квазиньютоновские, которые предполагают, что 

функция (2) аппроксимируется как квадратичная в об-

ласти оптимума, и используют не только первую, но и 

вторую производную (гессиан) для поиска решения. В 

квазиньютоновских методах не требуется рассчитывать 

гессиан через вторую производную минимизируемой 

функции, поскольку эта матрица вычисляется на основе 

градиента (1) [2]. 

Согласно квазиньютоновским методам, значение вектора 

весовых коэффициентов можно вычислить по формуле: 
 

       111   III εwH=w


,            (5) 

 

где 
  1IwH


 – гессиан, элементы которого вычисля-

ются по формуле: 
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Формула (5) представляет собой основу ньютонов-

ского алгоритма оптимизации и является теоретиче-

ским выражением, т. к. требует положительной опреде-

ленности гессиана на каждом шаге. Поскольку практи-

чески это неосуществимо, то гессиан  wH


 заменяют 

на его приближение H
~

. На каждом шаге гессиан и 

обратная ему величина, которая получена на предыду-

щем шаге, модифицируются на величину некоторой 

поправки [4–5]. 

Целью данной работы является повышение эффек-

тивности квазиньютоновских методов подбора весовых 

коэффициентов при помощи параллельных вычисле-

ний, выведение аналитических выражений, показы-

вающих значение эффективности разработанного алго-

ритма, и проведение вычислительных экспериментов 

для подтверждения этого значения. 

Формула Бройдена–Флетчера–Гольдфарда–Шен- 

но. В соответствии с формулой Бройдена–Флетчера–

Гольдфарда–Шенно (Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shan- 

no) процесс уточнения значения матрицы H
~

 можно 

описать рекуррентной зависимостью: 

 

         III+I H2CH1C+H=H 
~~ 1

;           (7) 
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Обозначим произведение изменения вектора весо-

вых коэффициентов wΔ


 на транспонированное изме-

нение вектора весовых коэффициентов  TwΔ


 как w~ :  
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произведение транспонированного вектора прираще-

ния весовых коэффициентов  TwΔ


 на вектор прира-

щения градиента εΔ  как  3HС :
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а произведение транспонированного вектора прираще-

ния градиента  TεΔ  на матрицу H
~

 как   THC 4


:
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В этом случае формула (7) может быть записана как 
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Подбор весовых коэффициентов при использо-

вании большого числа информационных ресурсов 

классическим градиентным алгоритмом. Пусть име-

ется n элементов информационных ресурсов (ИР-

элементов), имеющих распределенную память, прону-

мерованных от 0 до n – 1. Первый ИР-элемент называ-

ется управляющим, поскольку отвечает за синхрониза-

цию вычислений. В качестве такого информационного 

ресурса может быть использована кластерная система 

или вычислительная сеть. 

Как можно заметить, для вычисления нового значе-

ния одного из весовых коэффициентов 
 1Iw


 гради-

ентные алгоритмы используют значения остальных  
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весовых коэффициентов, которые были на предыдущей 

итерации 
 Iw


. Исходя из этого, можно сделать вывод, 

что элементы градиента 
 Iε  могут быть вычислены 

одновременно, следовательно, этот вектор может быть 

разделен на n частей, каждая из которых вычисляется 

отдельным ИР-элементом, которому для этого необхо-

димо лишь передать текущие значения весовых коэф-

фициентов 
 Iw


. После окончания вычисления ИР-

элементы не возвращают полученные результаты на 

управляющий, а изменяют значения приписанных к 

ним весовых коэффициентов, а уже после этого воз-

вращают результат (новые весовые коэффициенты). 

Следовательно, каждый ИР-элемент, за исключением 

управляющего, вычисляет 
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весовых коэффициентов (и соответствующих им эле-

ментов градиента), а ведущий вычисляет 
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элементов, где n  – число используемых ИР-элементов; 

wl  – количество весовых коэффициентов [1] (рис. 1). 

Таким образом, на каждой итерации происходит 

только две передачи данных – всех весовых коэффици-

ентов на все ИР-элементы и части из них со всех ИР-

элементов на управляющий [1, 6].  

Подбор весовых коэффициентов модифициро-

ванным квазиньютовским методом. Модифициро- 

 

ванный для использования большого числа ИР-эле- 

ментов квазиньютоновский алгоритм может быть реа-

лизован следующим способом (рис. 2). 

1. Поскольку первые шаги, вычисляющие значе-

ния 
 Iε , 

 IεΔ  и 
 Iw~ , нуждаются только в значе-

ниях, полученных на предыдущих шагах, то каждый 

ИР-элемент может вычислять часть значений этих век-

торов и строк матриц. После этого неуправляющие ИР-

элементы передают на управляющий вычисленные ими 

части изменения градиента 
 IεΔ  и матрицы 

 Iw~  

(значения градиента 
 Iε  не требуются управляюще-

му ИР-элементу). 

2. Управляющий ИР-элемент рассылает новые 

значения вектора 
 IεΔ  на все прочие (матрица 

 Iw~  

необходима только управляющему ИР-элементу). 

Каждый ИР-элемент, за исключением управляющего, 

вычисляет соответствующие строки матрицы  

 

       
 

 

    

       

        



















































IIII

IIII

II

I

I

TIII

B0

ΔwεΔΔwεΔ

ΔwεΔΔwεΔ=

=wΔ,,wΔ

εΔ

εΔ

=wΔεΔ=HC

1-l1-l01-l

1-l000

1-l0

1-l

0

www

w

w

w

~








         (16) 

 

и вектора   I
H4С


. Строки матрицы   I

B0HС
~

 и 

элементы вектора   I
H4С


 распределяются таким 

образом, что все ИР-элементы с второго по предпо-

следний вычисляют 

 

 
 

Рис. 1. Схема размещения вектора весовых коэффициентов по ИР-элементам 
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строк/элементов, а последний – 
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Управляющий ИР-элемент вычисляет значение 

  I
HС 3 . 

4. Неуправляющие ИР-элементы передают на 

управляющий вычисленные ими значения матрицы 

  I
B0HC  и вектора   I

H4С


. 

5. Управляющий ИР-элемент рассылает значения 

матрицы   I

BHC 0

~
 и вектора   I

HC 4


 на прочие 

ИР-элементы. 

6. Управляющий ИР-элемент вычисляет 
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а все прочие – соответствующие строки матриц 
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и  
 

        

 H3C

HC+HC
=H2C

I

B3

I

B2I
~~

.          (24) 

 

При этом все ИР-элементы кроме последнего вы-

числяют wl
~

, а последний – wl
~̂

 
строк. 

7. Неуправляющие ИР-элементы передают на 

управляющий   I
H2C  (значения матриц   I

BHC 2

~
 

и   I

BHC 3

~
 не требуются на управляющем ИР-

элементе). 

8. Управляющий ИР-элемент вычисляет гессиан и 

новые значения весовых коэффициентов 
 1+Iw


 и рас-

сылает их на все прочие ИР-элементы. 
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Рис. 2. Диаграмма последовательности выполнения параллельного вычисления весовых коэффициентов 

 

 

Число мультипликативных операций, необхо-

димых для вычисления нового значения весовых 

коэффициентов. Традиционным способом определе-

ния эффективности алгоритма является подсчет числа 

сделанных им мультипликативных операций. Посколь-

ку на современных компьютерах мультипликативная 

операция обычно занимает немногим больше времени, 

чем аддитивная, то для построения аналитических вы-

ражений будем производить подсчет и мультиплика-

тивных, и аддитивных операций. Для приведения адди-

тивных операций к мультипликативным введем коэф-

фициент σ , значение которого прямо пропорциональ-

но времени, затрачиваемому на одну аддитивную опе-

рацию, и обратно пропорционально времени, затрачи-

ваемому на одну мультипликативную: 

 

m

a

t

t
=σ ,             (25) 

 

где at  – время, затрачиваемое на одну аддитивную 

операцию; mt  – время, затрачиваемое на одну мульти-

пликативную операцию. 

Таким образом, одна аддитивная операция занимает 

в σ  раз больше времени, чем мультипликативная, и, 

следовательно, одну аддитивную операцию можно 

заменить σ  мультипликативными и наоборот [8]. Обо-

значим количество мультипликативных операций, не-

обходимых для вычисления значения невязки, как εz . 

Тогда для определения эффективности необходимо 

вычислить количество операций, которые требуются 

для вычисления нового значения вектора весовых ко-

эффициентов 
 1+Iw


 по формуле Бройдена–Флетчера–

Гольдфарда–Шенно –  Hz
~

. 

Обозначим количество операций, необходимых для 

вычисления произведения вектора, содержащего wl  

элементов, на транспонированный вектор, содержащий 

wl  элементов, как  

 
22

0 wwv σl+l=z ,            (26) 

 

количество операций, необходимых для вычисления 

произведения транспонированного вектора на вектор, 

как  

 

wwv l+σ+σl=z 21 ,           (27) 

 

количество операций, необходимых для вычисления 

произведения матриц размерностью wl , как  

 

22
12 wwvv σl+lz=z ,           (28) 

 

а количество операций, необходимых для произведе-

ния транспонированного вектора на матрицу, как  
 

wwvv σl+lz=z 13             (29) 

 

(размерность матрицы и вектора равна wl ). 
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Для получения количества мультипликативных опе-

раций, требуемых для вычисления нового значения 

вектора весовых коэффициентов 
 1+Iw


, необходимо 

вычислить количества операций для каждого из шагов: 

1) вычисление по формуле (1) значения градиента 
 Iε . Для этого необходимо   wεw l+++zl 13σ  

мультипликативных операций; 

2) вычисление приращения градиента 
 IεΔ , 

требующее wσl2  операций; 

3) вычисление по формуле (10) матрицы 
 Iw~ . 

Для вычисления 
 Iw~  необходимо v0z  операций; 

4) вычисление по формуле (11)   I
H3C . Для 

этого необходимо v1z  мультипликативных операций; 

5) вычисление по формуле (12)    TI
H4C


, тре-

бующее v3z  операций; 

6) произведение приращения градиента 
 IεΔ  

на транспонированный вектор приращения весовых 

коэффициентов 
  TIw


 – вычисление   I

BHC 0

~
 по 

формуле (16). Для этого необходимо v0z  мультипли-

кативных операций; 

7) умножение транспонированного вектора 

   TI
H4C


 на вектор приращения градиента 

 IεΔ  

(   I

BHC 1

~
 – формула (19)), требующее 

v1z  мультип-

ликативных операций; 

8) вычисление по формуле (22) значения 

  I

B2HС
~

, представляющего собой произведение 

матриц 
 IH

~
 и   I

BHC 0

~
. Для вычисления 

  I

B2HС
~

 необходимо v2z  операций; 

9) произведение вектора приращения весовых ко-

эффициентов на транспонированный вектор 

   TI
H4C


, т. е. вычисление по формуле (23) 

  I

B3HС
~

. Для этого необходимо v1z  мультиплика-

тивных операций; 

10) умножение матрицы 
 Iw~  на число 

     I

B0
I

HC+H3C
~

 (в результате чего по формуле 

(20) вычисляется значение   I

wHC ~
~

) требует 

122 +l+σl ww  операций; 

11) вычисление по формуле (21) 
)()1( IHC , тре-

бующее 
22
ww l+σl  операций; 

12) вычисление по формуле (24) 
)()2( IHC , тре-

бующее 12 222  www ll+σl  операций; 

13) вычисление по формуле (7) значения матрицы 
 1~ +IH . Для этого необходимо 

23 wσl  операций; 

14) вычисление новых значений весовых коэффи-

циентов требует wwv llz 0  операций. 

Таким образом, количество операций, необходимых 

для вычисления значений ε , εΔ , w~ ,  3HC  и 

  THC 4 , может быть вычислено по формуле: 
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,25

2130
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wwεw
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=z+z+z
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

          (30)

 

 

количество операций, необходимых для вычисления 

 H1С  (  0

~
BHC  и  wHC ~

~
), – по формуле: 
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wwv

wwwwv


         (31) 

 

а количество операций, необходимых для вычисления 

 H2С  (  1

~
BHC ,  2

~
BHC  и  3

~
BHC ), – по формуле: 
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Следовательно, общее число операций z  может 

быть вычислено по формуле: 
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         (33)
 

 

Число мультипликативных операций, необходи-

мых для параллельного вычисления гессиана. Обо-

значим количество мультипликативных операций, не-

обходимых для передачи l элементов с одного ИР-

элемента на другой при скорости интерконекта ν как 

γ(l, ν) (значение γ(l, ν) зависит от используемой плат-

формы). Тогда, учитывая, что для подготовки одного 

элемента к передаче между ИР-элементами и обработке 

его после приема необходимо 1 + 2σ операций, для 

каждого из шагов алгоритма необходимо следующее 

количество операций. 

1. Для вычисления элементов градиента и его 

приращения необходимо www NNzN ˆ2ˆ5ˆ   муль-

типликативных операций на управляющем ИР-

элементе и www llzl ˆ2ˆ5ˆ   на прочих. Для вычис-

ления части строк матрицы 
)(~ I

w  все неуправляющие 

ИР-элементы выполняют по wwww llll ˆ2ˆ   операций 

(управляющий выполняет wwww NlNl ˆ2ˆ   опера-

ций). Для передачи wl̂  элементов вектора 
 IεΔ  

необходимо ww ll ˆ2ˆ   операций, а для передачи wl̂  
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строк матрицы 
)(~ I

w  – )ˆ2ˆ( www lσ+ll . Для приема вы-

численных значений управляющему ИР-элементу не-

обходимо выполнить  1n  

 wwwwww lσl+lllσ+l ˆ2ˆˆ2ˆ 
 
операций, но прием может 

начаться лишь после отправки, следовательно, количе-

ство операций, выполняемых на управляющем ИР-

элементе, вычисляется по формуле: 
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
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         (34) 

 

где  v,lγ w
ˆ  – число мультипликативных операций, 

выполняемых для передачи wl̂  элементов при скорости 

интерконекта v , а на прочих – по формуле: 

 

 

.ˆ2ˆ4

ˆ3ˆ7ˆˆ2ˆ

ˆ2ˆˆ3ˆ7ˆ2,0

wwww

wwwwwwww

wwwwwwwB

llll

llzlllll

llllllσ+zl=C







         (35) 

 

2. Для рассылки значений 
 IεΔ  ведущий ИР-

элемент выполняет 

 
 

wwwwB σllσnl+nl=C 222,0  ,          (36) 

 

операций, а прочие – по 

 
    wwwww

k
B kl+kl+v,lγ+l+l=C 2σ2σ2,

.         (37) 

 

3. Для вычисления части строк матрицы  0

~
BHC  

все неуправляющие ИР-элементы, за исключением 

последнего, выполняют по wwww ll+ll
~

2
~

  операций 

(последний выполняет wwww ll+ll
~

2
~̂

  операций). Для 

вычисления части элементов вектора  4HC


 неуправ-

ляющие ИР-элементы выполняют wwwv lllz
~~

)(1   и 

wwwv lllz
~̂~̂

)(1   операций, соответственно. Таким обра-

зом, общее число мультипликативных операций для 

неуправляющих ИР-элементов –  

 
 

wwwvwwww
k

B lllzll+ll=C
~~

)(
~

2
~

1
3,           (38) 

 

(для непоследних) и 

 

 
wwwvwwww

n
B lllzll+ll=C

~̂~̂
)(

~̂
2

~̂
1

1-3,           (39) 

 

(для последнего), а управляющий ИР-элемент выпол-

няет (для вычисления   I
H3C ) 

 
 

1
03,

vB z=C             (40) 

 

операций. 

 

4. Для оправки вычисленных значений (  0

~
BHC  и 

 4HC


) неуправляющие ИР-элементы выполняют  

 
 

wwwwww
k

B l+ll+l+llC
~

2σ
~

2σ
~~4,            (41) 

 

(для непоследних) и  

 

 
wwwwww

n
B l+ll+l+llC

~̂
2σ

~̂
2σ

~̂~̂1-4,            (42) 

 

(для последнего) операций, а управляющий ИР-элемент 

– для получения  

 

 

wwwwww

wwwwwwB

l+ll+l+ll

lσ+ll+l+llnC

~̂
2σ

~̂
2σ

~̂~̂

)
~

2
~

2σ
~~

)(2(04,




         (43) 

 

операций. 

 

5. Для рассылки элементов матрицы  B0HC
~

 век-

тора  H4C


 управляющий ИР-элемент выполняет 

 
 

)22)(1( 2205,
wwwwB llllnC 

                     
(44) 

 

мультипликативных операций, а прочие ИР-элементы – 

по  

 
 

)22(

),(22

22

222k5,

wwww

wwwwwwB

llllk

vllllllC





        
(45) 

 

мультипликативных операций. 

6. Для вычисления строк матриц   I

B2HC
~

, 

  I

B3HC
~

 и 
)()2( IHC  последний неуправляющий 

ИР-элемент выполняет  

 

 

1
~̂

6
~̂

~̂~̂
σ2

~̂1-6,





wwww

wwv1
n

B,

llll+

ll+llzC
          (46) 

 

операций (из них wwwv1 ll+llz
~̂

σ
~̂

 операций для вычис-

ления   I

B2HC
~

, ww ll
~̂~̂

σ2   операций для вычис-

ления   I

B3HC
~

 и 1
~̂~̂

σ5 +llll www   для вычисления 

)()2( IHC ), остальные неуправляющие – по  
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 

1
~

6
~

~~
σ2

~1-n6,





www

wwwwv1B,

llll+

ll+llzC
          (47) 

 

(из которых wwwwv1 ll+llz
~

σ
~

 операций для вычисле-

ния   I

B2HC
~

, ww llσ
~~

2   операций для вычисле-

ния   I

B3HC
~

 и 1
~~

σ5 +llll wwww   для вычисления 

)()2( IHC ), а управляющий (для вычисле-

ния   I
BHC 1 ,   I

wHC ~  и 
)()1( IHC ) –  

 
 

122 22
1

6,0  wwvB, llzC            (48) 

 

( 1vz  операций для вычисления   I
BHC 1 , 122  ww ll  

операций для вычисления   I
wHC ~  и 

22
ww ll   для 

вычисления 
)()1( IHC ). 

7. Для передачи 
)()2( IHC  неуправляющие ИР-

элементы выполняют по 

 

 
wwww

n
B llllC

~̂
2

~̂1-7,             (49) 

 

(последний ИР-элемент) и 

 
 

wwwwB llllC
~

2
~k7,             (50) 

 

(непоследние неуправляющие ИР-элементы) мульти- 

пликативных операций, а управляющий –  

 

 
wwwwwwwwB llllllllnC

~̂
2

~̂
)

~
2

~
)(2(7,0           (51) 

 

операций. 

8. Для вычисления гессиана управляющий ИР-

элемент выполняет 
23 wσl  мультипликативных опера-

ций, а для вычисления новых значений весовых коэф-

фициентов – wwv llz 0  
операций. Для рассылки 

вычисленных значений управляющий ИР-элемент вы-

полняет ))(1( 22
wwww lllln  , а прочие для 

приема – по wwww llll  22

 
операций. Таким 

образом, общее число мультипликативных операций, 

выполняемых на управляющем ИР-элементе на данном 

шаге, –  

 

  ))(1(
~̂ 228,0

wwwwB llllnCC  ,         (52) 

 

где wwvw llzσlC  0
23

~̂
, а на прочих – по  

 

.
~̂

)(

),(

22

2228,0

Cllllk

vllllllC

wwww

wwwwwwB





         (53)
 

 

Как можно видеть, для выполнения первых четырех 

шагов максимально-выполняемое число мультиплика-

тивных операций составляет 

 

     
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
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    (54) 

 

для пятого, шестого и седьмого –  

 

   
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




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а для восьмого –  

 

 )(maxˆ 8,

1..0

)3( k
B

nk
B CС


 .           (56) 

 

Исходя из вышесказанного, общее число мульти- 

пликативных операций, выполняемых для параллель-

ного вычисления весовых коэффициентов на одной 

итерации, составляет 

 






3

1

)(ˆˆ
BB CС .            (57) 

 

Аналитические и эмпирические значения коэф-

фициента эффективности. Для проверки эффективно-

сти разработанных параллельных алгоритмов введем 

коэффициент эффективности, который вычисляется по 

формуле: 

 

  % 100α
ZnI+nz

zIz
=Z

Gw0

Gw0 ,          (58) 

 

где GI  – число итераций алгоритма обучения; 0wz  – 

количество операций, необходимых для инициализа-

ции; Z  – число операций, необходимых для парал-

лельного вычисления весовых коэффициентов, вычис-

ляемое по формуле: 

 

wB σl+C=Z 2ˆ .            (59) 

 

Для определения эмпирического значения коэффи-

циента эффективности необходимо вычислить времен-

ные затраты на последовательный t и параллельный 

 nτ  алгоритм. Таким образом, эмпирическое значение 

коэффициента эффективности может быть вычислено 

по формуле: 
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Таблица 1  

 

Аналитические и эмпирические значения  

коэффициента эффективности 

 

Число ИР-

элементов  

(процессоров) 

Аналитический 

коэффициент 

эффективности, 

% 

Эмпирический 

коэффициент 

эффективности, 

% 

2 90,02 89,99 

4 90,01 89,99 

6 90,00 89,97 

8 90,00 89,96 

10 89,98 89,96 

12 89,96 89,96 

14 89,95 89,95 

 

 

 
 

% 100
τ

α
nn

t
=t .           (60) 

 

Вычислительные эксперименты. Вычислитель-

ные эксперименты были проведены на кластерной сис-

теме Тамбовского государственного университета им. 

Г.Р. Державина. Для проведения эксперимента была 

использована сеть каскадной корреляции Фальмана [7]. 

Аналитические и эмпирические значения коэффициен-

та эффективности приведены в табл. 1. 

Выводы. Приведенные выше результаты говорят о 

том, что данная технология распараллеливания способ-

на значительно снизить временные затраты на обучение 

ИНС, что обусловливает более эффективное использо-

вание. Таким образом, поставленную цель повышения 

эффективности квазиньютоновских методов при по-

мощи параллельных вычислений можно считать дос-

тигнутой. 
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Kryuchin O.V., Vyazovova E.V., Arzamastsev A.A. INFOR-

MATION PROCESSES OF EFFICIENCY INCREASING OF 

SELECTION OF WEIGHT COEFFICIENTS OF ARTIFICIAL 

NEURAL NETWORK BY MEANS OF QUASI-NEWTON ME-

THODS USING BROYDEN-FLETCHER-GOLDFARB-

SHANNO FORMULA 

In this paper the parallel quasi-Newton method which uses the 

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno formula is presented. It de-

scribes analytic equations allowing estimating the presented algo-

rithm efficiency and experiments which were done for these equa-

tions checking. 

Key words: artificial neural networks; parallel calculations; 

quasi-Newton methods; information resources; efficiency increas-

ing; analytic equations. 

 

 

 

 


