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Zhukovsky E.S. Composition operator in the space of partly-continuous functions.  Composition operator  
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],[ baC  of continuous functions. A Banach space of partly-continuous functions has been constructed, in which this operator 
is acting and bounded. The spectral radius estimates are obtained.  

 
В теории функционально-дифференциальных 

уравнений особое место занимает уравнение ней-
трального типа 
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которому посвящена обширная литература (см. об-
зор [1]). Центральная проблема таких уравнений – 
это свойства оператора внутренней суперпозиции 
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Первой задачей, встающей перед исследователем, 

от решения которой зависят все последующие ре-
зультаты, является выбор пространства. В «традици-
онном» пространстве ],[ baC  непрерывных на ],[ ba  
функций оператор (2) не действует. Функция 

))(( ⋅yS  терпит разрывы в тех точках, в которых 

ag −⋅)(  меняет знак. Можно, конечно, предполо-
жить, что таких точек нет, или рассмотреть простран-
ство 0

],[ baC  непрерывных функций, равных нулю при 
ax =  и bx = . Однако тогда слишком ограничивает-

ся класс изучаемых уравнений [2]. Учитывая, что 
оператор S  в уравнении (1) действует на производ-
ную, гораздо более естественным является рассмот-
рение этого оператора в пространстве ],[ bapL  сумми-
руемых с p-ой степенью, ∞<≤ p1 , функций. Такой 
выбор позволил [3–5] эффективно использовать ап-
парат линейных уравнений в банаховых пространст-
вах [6], произвел революцию во взглядах на функ-
ционально-дифференциальные уравнения [7]. Но, для 
того чтобы оператор внутренней суперпозиции дей-
ствовал в пространстве суммируемых функций, необ-
ходимо выполнение так называемого «условия неза-
висания» функции g  
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уменьшающего область применения такой теории. 
Роль условия (3) в том, что оператор S  должен ото-
бражать эквивалентные функции в эквивалентные. 
Отметим также, что если условие (3) не выполняется, 
то суперпозиция Sy  может оказаться неизмеримой 
для измеримых функций yg ,  [8]. 

Будем предполагать, что функция g  непрерывна 

и при всех ],[ bat∈  выполнено ttg ≤)( .  

Определим множество })(],[{ atgbat <∈=N . 
Нас будет, естественно, интересовать только ситуа-
ция, когда ∅≠N , ],[ ba≠N . Обозначим  
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Отметим, что множество LR TT 00 ∪  не пусто. Зададим 

последовательности множеств }{},{ L
i

R
i TT  рекур-

рентными формулами 
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R TT U= , RL TTT U= . Заметим, 

что множество T  не более чем счетно. Пусть это 
множество конечно, nT = , 0t – его наименьший 

элемент. Обозначим через SP  пространство кусочно 
постоянных функций RbaySP →],[: , возможно 
терпящих разрывы в точках множества T , равных 
нулю на ],[ 0ta , непрерывных справа при RTt∈  и 

непрерывных слева при LTt∈ . Пространство SP  

изоморфно пространству nR , его элементы SPy  
можно задать набором Y  значений скачков в точках 
множества T . Обозначим через nB  пространство 
функций Rbay →],[: , представимых в виде 

SPC yyy += , где SPySP ∈ , а функция Cy  непре-
рывна. К непрерывным функциям мы также относим 
функции, имеющие устранимые разрывы. Норму 
элемента nBy∈  зададим формулой 

},{max n
n RCCB

Yyy = . 

Т е о р е м а  1. Пусть nBq∈ , ],[ baCg∈  и 

ttg ≤)(  при всех ],[ bat∈ . Тогда оператор S  

действует в пространстве nB , линеен, непрерывен и 
вольтерров. 

Обозначим })(],[{ ttgbat =∈=Ω . 

Т е о р е м а  2. Если ∅=Ω , то оператор S  яв-
ляется нильпотентным. 

Пусть теперь ∅≠Ω . Вследствие предположе-
ния о конечности множества T  выполнено неравен-
ство Ttt ∈∀Ω∈ω∀<ω , . Кроме то-

го ∅=Ω TI . Поэтому функция )(sq  непрерывна 
при Ω∈s . 

Т е о р е м а  3. Спектральный радиус ρ  оператора 

S  удовлетворяет неравенству )(max)( ω≤ρ
Ω∈ω

qS . 

Проиллюстрируем полученные результаты. Рас-
смотрим оператор (2) где ]5,0[∈t ,  
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tg  Заметим, что запаздыва-

ние )(⋅g  «зависает» на ]3,2[ , и поэтому такой опера-
тор внутренней суперпозиции не действует в простран-
ствах суммируемых функций. Кроме того, для любого 
непрерывного )(⋅y , такого, что 0)( ≠ay , функция 

))(( ⋅yS  терпит разрыв при 1=t . Т. е. оператор S  не 

действует и в пространстве ],[ baC . 
Опишем пространство, в котором мы будем изу-

чать этот оператор.  
В нашем случае ,}1{0 =RT  ,}2{1 =RT  ,}4{3 =RT  

∅=LT . SP  – пространство функций 

RySP →]5,0[: , постоянных на )1,0[ , )2,1[ , 

]4,2[  и равных нулю на первом из этих интервалов. 

Нормой в SP  считаем модуль вектора 
),,( 321 yyyY =  значений скачков в точках множе-

ства T. Пространство SP  изоморфно пространству 
3R . Обозначим через 3B  пространство функций 

Ry →]5,0[: , представимых в виде SC yyy += , 

где ∈Sy ,SP  а функция Cy  непрерывна на ]5,0[ . 

Норму элемента ∈y 3B  зададим формулой 

3
3 RCCB

Yyy += . Так как 1)( −≤ ttg , то 

∅=Ω  и, согласно теореме 2, при любом 3Bq∈  

оператор S  является нильпотентным. 
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