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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ; êðàåâûå çàäà÷è; íåïðå-
ðââíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.
Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ), òî åñòü
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî è åå îáûêíîâåííóþ
ïðîèçâîäíóþ, Í.Â. Àçáåëåâûì áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ óíèôèêàöèè ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ÔÄÓ â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå àáñòðàêòíîãî ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÀÔÄÓ). Â âèäå ÀÔÄÓ çàïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, óðàâ-
íåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà è äð., ïîäâåðæåííûå è íå èñïûòûâàþùèå èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé,
èìåþùèå è íå èìåþùèå ñèíãóëÿðíûå îñîáåííîñòè. Áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Í.Â. Àçáåëåâà è åãî ó÷åíè-
êîâ áûëè ïîäðîáíî èçó÷åíû ëèíåéíûå ÀÔÄÓ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè íàëè÷èè ¾îáû÷íûõ¿ ñâîéñòâ ó
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ è âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèé ê îïåðàòîðàì,
âõîäÿùèì â óðàâíåíèå, äëÿ ëèíåéíîãî ÀÔÄÓ èìåþò ìåñòî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ëèíåé-
íîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [1]. Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ ÀÔÄÓ ïîêà ìåíåå
èçó÷åíà. Ïîëó÷åííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðåçóëüòàòû â îñíîâíîì îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàå-
ìûì ¾ïðèâîäèìûì óðàâíåíèÿì¿ [1], êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó êîððåêòíîñòè íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÀÔÄÓ. Îòìå-
òèì, ÷òî Â.Ï. Ìàêñèìîâûì ýòà ïðîáëåìà äëÿ ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ÔÄÓ â ïðîñòðàíñòâàõ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîäðîáíî èññëåäîâàíà èíûìè ìåòîäàìè [2].

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E, ýëåìåíòà e0 ∈ E, ìíîæåñòâà A ⊂ E è ÷èñëà
r > 0 îáîçíà÷èì BE(e0, r) = {e ∈ E | ‖e− e0‖E < r} � îòêðûòûé øàð â E ñ öåíòðîì â e0 ðàäèóñà
r, A � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â ïðîñòðàíñòâå E.

Ïóñòü Rn � ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, èìåþùèõ n äåéñòâèòåëüíûõ êîìïîíåíò; D, M, � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì D èçîìîðôíî è èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ M×Rn è èçîìîðôèçì
çàäàí îïåðàòîðàìè

(
d
η

)
: D → M × Rn, (Ξ, Y ) =

(
d
η

)−1
: M ×Rn → D. Äàëåå, ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ïðîñòðàíñòâî D êîìïàêòíî âëîæåíî â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî C, òî åñòü D ⊂ C,
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c1, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ D âûïîëíåíî ‖x‖C 6 c1‖x‖D, è ëþáîé øàð
BD(0, r) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â C.

Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì λ ∈ Λ
äëÿ ÀÔÄÓ {

Φ(x, λ) = 0,
ϕ(x, λ) = 0;

(1)

ãäå Φ : D×Λ → M , ϕ : D×Λ → Rm � çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè λ = λ0 ∈ Λ
çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå x = x0 ∈ D. Ïðèìåíèòåëüíî ê êðàåâîé çàäà÷å (1) òåîðåìà î íåÿâíîé
ôóíêöèè [3, ñ.415] èìååò âèä:
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Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü
1) ñóùåñòâóþò òàêèå δ0 > 0, σ0 > 0, ÷òî îïåðàòîðû Φ, ϕ íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå Ôðåøå Φ′x, ϕ′x ïðè âñåõ (x, λ) ∈ BD(x0, σ0)×BΛ(λ0, δ0);
2) îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì Lz = Φ′x(x0, λ0)z ëèíåéíûé îïåðàòîð L : D → M ñþðúåêòèâåí è
dim kerL = m;
3) çàäà÷à

{ Lz = 0,
lz = 0;

ãäå l = ϕ′x(x0, λ0), l : D → Rm, èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå z ≡ 0.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå δ > 0, σ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ BΛ(λ0, δ) â øàðå BD(x0, σ) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x(λ) çàäà÷è (1), ïðè÷åì îòîáðàæåíèå x(·) : BΛ(λ0, δ) → D
íåïðåðûâíî.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñõîäíîå ÀÔÄÓ ïðèâîäèìî ê íîðìàëüíîìó âèäó, òî åñòü èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå Φ(x, λ) = dx − F (x, λ), ãäå îòîáðàæåíèå F : D × Λ → M äèôôåðåíöèðóåìî ïî
ïåðâîìó àðãóìåíòó. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Φ′x(x, λ)z = dz − F ′

x(x, λ)z.

Ç à ì å ÷ à í è å. Â ñëó÷àå m = n, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) òåîðåìû 1 ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç
ôðåäãîëüìîâîñòè ¾ãëàâíîé ÷àñòè¿ Q : M → M , Qξ = ξ − F ′

x(x0, λ0) Ξ ξ, îïåðàòîðà L (ñì. [1]). Â
ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ê êîíêðåòíûì êðàåâûì çàäà÷àì, îòìåòèì, ÷òî
ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà Q : M → M èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð F ′

x(x0, λ0) : D → M
äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà C â ïðîñòðàíñòâî M .

Òåîðåìà 1 ñôîðìóëèðîâàíà áåç ïðåäïîëîæåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)
ïðè λ = λ0. Òåïåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè λ = λ0 â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå
Ω ⊂ C ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x0 = x(λ0) çàäà÷è (1) è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â Ω. Òàêèì îáðàçîì,
ñ÷èòàåì ðåøåíèå x0 èçîëèðîâàííûì. Îáîçíà÷èì Xλ � ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1), îòâå÷àþùèõ
çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà λ è ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ω. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Xλ ïðè
çíà÷åíèÿõ λ, áëèçêèõ ê λ0.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü
1) âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 1;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå δ0 > 0, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ BΛ(λ0, δ0) îïåðàòîð F (·, λ) äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå
äî îïåðàòîðà F̃ (·, λ) : C → M , ïðè÷åì îïåðàòîð F̃ : C ×BΛ(λ0, δ0) → M îãðàíè÷åí è íåïðåðûâåí
íà Ω× {λ0};
3) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λi} ⊂ Λ, ‖λi − λ0‖Λ → 0, ìíîæåñòâà Xλi

ñîäåðæàò ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà.

Òîãäà ìíîæåñòâî Ω íåîãðàíè÷åíî, è ïðè êàæäîì i ìîæíî òàê âûáðàòü x̄i ∈ Xλi, ÷òî
‖x̄i − x0‖D → 0, à åñëè âûáèðàòü xi ∈ Xλi

òàê, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà xi 6= x̄i,
òî ‖xi‖C →∞.

Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì Å.Ë. Òîíêîâà [4, 5] î íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè îò óïðàâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è).
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíîòîííûé îïåðàòîð; êîíóñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå; íèæíåå è âåðõ-
íåå ðåøåíèÿ; îöåíêè ðåøåíèé; îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà; óðàâíåíèå ñ àâòîðåãóëèðóåìûì
çàïàçäûâàíèåì.
Ðàññìîòðåíû óòâåðæäåíèÿ îá îïåðàòîðíûõ íåðàâåíñòâàõ, íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðå-
øåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûâàþò ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûìè óòâåðæäåíèÿ î íåðàâåí-
ñòâàõ, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü îöåíêè ðåøåíèé, äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåãî è íèæíåãî
ðåøåíèÿ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðà-
òîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îáîçíà÷èì L([a, b], R) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé y : [a, b] → R ñ íîð-

ìîé ‖y‖L =
b∫
a
|y(s)| ds; AC([a, b], R) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

x : [a, b] → R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ẋ ∈ L([a, b], R), ñ íîðìîé ‖x‖AC = |x(a)|+ ‖ẋ‖L.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [1], èãðàþùèå âàæ-

íóþ ðîëü â íàøåì èññëåäîâàíèè.
Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî B+ ⊂ B íàçûâàþò êîíóñîì,

åñëè èç x ∈ B+, x 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî λx ∈ B+ ïðè λ > 0 è λx /∈ B+ ïðè λ < 0. Äëÿ x, y ∈ B áóäåì
ïèñàòü x B y èëè y C x, åñëè x− y ∈ B+.

Ýëåìåíò z ∈ B íàçûâàþò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà U ⊂ B è ïèøóò z = supU, åñëè
äëÿ âñåõ u ∈ U âûïîëíåíî z B u è äëÿ ëþáîãî y ∈ B èç y B u, ∀u ∈ U ñëåäóåò y B z. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà. Åñëè ó ìíîæåñòâà èç äâóõ ýëåìåíòîâ åñòü òî÷íàÿ
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