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��
 ����� ����������� Γ � ������� γk (k = 1, m), ������������ � ��
�������


�!
 ζ. "���� γk (k = 1,m − 1)  ������� ���� #� 
�!
 ζ $% ���� γm & # � 
�!� ζ $� "����
γk (k = 1,m − 1) ����������
���'  ����� � [0, π

2 ], ���� γm & [π2 , π].(���� ξk (k = 1,m)
 � ���)�� �����)��� 
�!� ����� Γ.

"�������������'  �� �����*  ����� � +��!��� Aϕ ≡ −d2ϕ
dx2 , ��� ϕ(x) ������!�,��

�� ,����
 �
��-�* � ⊂ C1(Γ)
⋂

C2[Γ], 
� �!��� �'���. 
�! ��'�/

ϕ
(π

2

)
γk

= ϕ
(π

2

)
γm

, k = 1, m − 1, (1)

m−1∑
k=1

ϕ′(x)x=π
2
∈γk

= ϕ′(x)x=π
2
∈γm

, k = 1,m − 1. (2)

0�!���
�  �����!���' DA  ����� �� A '�!'���' �� ,���� �
��-�* ϕ(x) ∈ �, 
� �!��
�� �'���. 
�! ��'� ����.!�/ ϕ(x)x=0∈γk

= 0, ϕ(x)x=π∈γm = 0, k = 1,m − 1. ��! ��' 1�2%
132 '�!'���' 
�! ��'�� � �!�� ����' 1�����������2 � ��
������� 
�!� ζ ������ Γ.

4 �  � � � � � 5�6� ��� ����� �	
��
� ϕ(x), ψ(x) ∈ DA ���
� ����	��
� 	�������

��

(Aϕ,ψ) = (ϕ,Aψ), (Aϕ, ϕ) � 0.
7 � � � ) � � � � �� 8� �� ���� � �������� ��������)� ��
 � � ! ,���!
��'  ������

!��� ��
  ����� �� A.
	 ��� �� � ��)� ����� ����� ���! �� ��������-��!
� �  ����� �� A �� ������ Γ.

0� ���)�� )���� xi
k(i = 0, N) �� ,���� � )��% ������!�,���. ����
 γk ⊂ Γ ���

k = 1,m − 1 : ��,� * � )�� xi
k �  �������
�� )��! π

2N , ��)�!
 � � �-
 �����
γk, k = 1,m − 1 �  �������
�� )��! ��� ���)���' 0 = x0

k � π
2 = xN

k . 0���!
�  ��9��  � �
���)���' �!' ����� γm / xi

m(i = N, 2N) �� ,����: � )��% ������!�,���. ����
 γm ⊂ Γ /
��,� * � )�� xi

m �  �������
�� )��! π
2 + π

2N , ��)�!
 � � �-
 ����� γm �  �������
��
)��! ��� ���)���' π

2 = xN
m � π = x2N

m .
;� ,���� � )�� xi

k(i = 0, 2N) 1 k < ������ ����� �����2 ��� ��� ���� * ����� Γ �
 � ���)�� )���� Γh. =�!�)��� h = π

2N & 9�� ������
��,� * �
��-�� ϕ, ������ * �� ����� Γ, � � ������ ��� )�
� �
��-�� (ϕh) / ���)��

��� (ϕh)i
k � � )�� xi

k ∈ Γh ���� ϕ(xi
k), i = 0, 2N, k = 1,m. 4 ��� � ��)� �����*  ����� �

Ah & � ��)� ����� ����* ���! �  ����� �� A & �������' �!��
����� �  �� 9���'��/

−(ϕh)i−1
k + 2(ϕh)i

k − (ϕh)i+1
k

h2
, (3)

��3>
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��� ������� i, k 	
�����
� �����
��� ��������� 	
� k = 1,m − 1 ������ i = 1, N − 1,
	
� k = m ������ i = N + 1, 2N − 1, � �����

(
ϕh

)N

k
=

(
ϕh

)N

m
, k = 1,m − 1, (4)

m−1∑
k=1

(
ϕh

)N

k
− (

ϕh
)N−1

k

h
=

(
ϕh

)N+1

m
− (

ϕh
)N

m

h
, k = 1,m − 1, (5)

(
ϕh

)0

k
= 0, k = 1,m − 1,

(
ϕh

)2N

m
= 0. (6)

� � � � � � � � � �� �	�
���
 Ah, ���������� ������������� (3) −(6), ������
���� �
	����������� �	
�������

� � � � � � � � �  � �	�
���
 Ah �		
������
��� ��!����� ��""�
��#������� �	�
���

A � ��������
 h.

$������������� 	
�����������! � ���������! ����
������ 	
������� � %&'�
( #���
 	�������� �������� �		
������#�� 
������
�� �����
��� �	���) 	���
��*

��� �������*
���������� ������� �	�
���
� A. $�	����� ����� Γh +"���������
�������, xN+1

k (k = 1,m − 1) � xN−1
m , -��� ������ �� ������������� ������� ����� ��

	
��������
[
0, π

2

]
���

[
π
2 , π

]
. .������ �� ��! ��	����������� ��������

(
ϕh

)N+1

k
=

(
ϕh

)N

k
, (k = 1,m − 1),

(
ϕh

)N−1

m
=

(
ϕh

)N

m
. (7)

/���� ���������
��� �	�
���
 Ãh 0 �
���� �������*
��������� ������ �	�
���
�
A 0 �������� �����
���� ��������������

γ1

⎧⎨
⎩

−(ϕh)i−1

1
+2(ϕh)i

1
−(ϕh)i+1

1
h2 , i = 1, N − 1,

− 4
3(ϕh)N−1

1
+2(ϕh)N

1
− 1

3(ϕh)N−1

2
− 1

3(ϕh)N+1

3
h2 ,

γ2

⎧⎨
⎩

−(ϕh)i−1

2
+2(ϕh)i

2
−(ϕh)i+1

2
h2 , i = 1, N − 1,

− 1
3(ϕh)N−1

1
− 4

3(ϕh)N−1

2
+2(ϕh)N

2
− 1

3(ϕh)N+1

3
h2 ,

..........................................................................

γm

⎧⎨
⎩

− 1
3(ϕh)N−1

1
− 1

3(ϕh)N−1

2
+2(ϕh)N

3
− 4

3(ϕh)N+1

3
h2 ,

−(ϕh)i−1

3
+2(ϕh)i

2
−(ϕh)i+1

2
h2 , i = N + 1, 2N − 1,

(8)

(
ϕh

)N+1

k
=

(
ϕh

)N−1

m
, k = 1,m − 1, (9)

m−1∑
k=1

(
ϕh

)N+1

k
− (

ϕh
)N−1

k

2h
=

(
ϕh

)N+1

m
− (

ϕh
)N−1

m

2h
, k = 1,m − 1, (10)

(
ϕh

)0

k
= 0, k = 1,m − 1,

(
ϕh

)2N

m
= 0. (11)

/ � � 
 � � � �� ��� �����	��� Ãh, ����
�������� 
��	��������� (7)−(11), 
�����
����

��
����� �	����
����

m−1∑
k=1

N∑
i=1

(
Ãh(ϕh), (ψh)

)
+

2N−1∑
i=N

(
Ãh(ϕh),(ψh)

)
=

m−1∑
k=1

N∑
i=1

(
(ϕh), Ãh(ψh)

)
+

2N−1∑
i=N

(
(ϕh),Ãh(ψh)

)
,

&&�1
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m−1∑
k=1

N∑
i=1

(
Ãh(ϕh), (ϕh)

)
+

2N−1∑
i=N

(
Ãh(ϕh), (ϕh)

)
� 0.

� � � � � � � � � �	 
� ��
���� 2 �������� ����������
��� � �
�
��������� 
������

����
��� 
�����
�� Ãh.
� � � � � � � � � �	 ������
� Ãh ����
��������� ���
���� �������� ������� 
�����
�

A � �
��
���! h2.
"
������������ ��
���� # � ��������� �
��
���� ����������� ��� �
������������ ��
�

���� $	
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