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Доказываются утверждения о разрешимости уравнений с условно накрывающими
отображениями. Полученные результаты применяются к исследованию интеграль-
ных уравнений, не разрешенных относительно неизвестной функции, и интегро-
дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно производной.

Многие задачи анализа и теории дифференциальных уравнений сводятся к решению
уравнений в метрических пространствах. Для исследования их разрешимости нередко ис-
пользуется классический принцип сжимающих отображений. Однако можно использовать
и более общие теоремы о существовании решений абстрактных уравнений, например, ос-
нованные на понятии накрывания отображений (см., например, [1, 2, 3]). Так, теория на-
крывающих отображений использовалась в [4, 5] при исследовании задачи Коши и краевых
задач для обыкновенного дифференциального уравнения, не разрешенного относительно
производной, в [6] – для исследования локальной разрешимости управляемых систем. В
этой статье приводится теорема о липшицевом возмущении накрывающих отображений,
которая далее применяется к исследованию интегральных и интегро-дифференциальных
уравнений.

1. Условно накрывающие отображения. Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) – метрические
пространства. Всюду далее замкнутый шар в пространстве X с центром в точке x ∈ X и
радиуса r ≥ 0 будем обозначать через BX(x, r). Пусть заданы отображение F : X → Y,
число α > 0, множество B ⊆ X × [0,+∞), множество W ⊆ Y и такое множество U ⊆ X,
что BX(u, r) ⊆ U для всех (u, r) ∈ B.

О п р е д е л е н и е 1. Отображение F : X → Y назовем условно α -накрывающим
множество W относительно U на системе B, если для любых (u, r) ∈ B имеет место
включение

BY (F (u), αr) ∩W ∩ F (U) ⊆ F
(
BX(u, r)

)
.

Отметим, что это определение является обобщением понятия условной накрываемости,
введенного в [4]. Если B = {(x, r) : BX(x, r) ⊆ U}, то условно α -накрывающее множество
W относительно U на системе B отображение F в [4] называется условно α -накрываю-
щим относительно множеств U, W.

Для применения определенного здесь понятия к функциональным, интегральным и
дифференциальным уравнениям необходимы условия накрываемости отображений, дей-
ствующих в функциональных пространствах. В работе [7] такие условия получены для
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оператора суперпозиции в пространстве непрерывных функций. Приведем пример класса
условно накрывающих отображений в пространстве существенно ограниченных функций.

Пусть Ω – некоторое подмножество Rn, A ∈ Rn – некоторый вектор. Стандартно обо-
значим через L∞([a, b], Ω) пространство измеримых существенно ограниченных функций
x : [a, b] → Ω с метрикой

ρL∞(x, u) = vrai sup
t∈ [a, b]

|x(t)− u(t)|,

через AC∞(A, [a, b], Ω) – множество абсолютно непрерывных функций x : [a, b] → Rn та-
ких, что x(a) = A и ẋ ∈ L∞([a, b], Ω).

Пусть задана измеримая по первому и непрерывная по второму аргументу функция g :
[a, b]×Ω → Rl, такая, что для любого x ∈ L∞([a, b], Ω) функция t 7→ g(t, x(t)) существенно
ограниченна на [a, b]. Кроме того, даны число R > 0 и функция u0 ∈ L∞([a, b], Ω). Для
каждого t ∈ [a, b] положим

U(t) = BΩ(u0(t), R) = BRn(u0(t), R) ∩ Ω.

Далее, пусть при каждом t ∈ [a, b] заданы множество W (t) ⊆ Rl и некоторая система
A(t) ⊆ U(t) × [0, +∞) такая, что BΩ(v, r) ⊆ U(t) для любых (v, r) ∈ A(t). Определим
множества

U = {x ∈ L∞([a, b], Ω) : x(t) ∈ U(t), ∀̇ t ∈ [a, b] },
W = { y ∈ L∞([a, b], Rl) : y(t) ∈ W (t), ∀̇ t ∈ [a, b] },

A = {(u, r) : u ∈ U, r ≥ 0, (u(t), r) ∈ A(t), ∀̇ t ∈ [a, b] }.
Л е м м а 1. Пусть существует такое α > 0, что при п.в. t ∈ [a, b] отображение

g(t, ·) : Ω → Rl является условно α -накрывающим множество W (t) относительно U(t)
на системе A(t). Тогда оператор Ng : L∞([a, b], Ω) → L∞

(
[a, b], Rl

)
,

Ng(x)(t) = g
(
t, x(t)

)
, ∀̇ t ∈ [a, b]

будет условно α -накрывающим множество W относительно U на системе A.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные u ∈ U, r > 0, такие, что (u, r) ∈ A,

и положим w = Ng(u). Для произвольного y ∈ BL∞([a,b],Rl)(w, αr) ∩W ∩Ng(U) имеем

y(t) ∈ BRl(w(t), αr) ∩W (t) ∩ g(t, U(t))

при п.в. t ∈ [a, b]. Определим многозначное отображение Γ : [a, b] → Rn формулой

Γ(t) = BΩ(u(t), r) = BRn(u(t), r) ∩ Ω.

Это отображение измеримо. Так как отображение g(t, ·) : Ω → Rl является условно α -на-
крывающим множество W (t) на системе A(t), то при п.в t ∈ [a, b] выполнено включение
y(t) ∈ g(t, Γ(t)). Согласно теореме Филиппова (см. теорему 1.7.10 из [8]), существует такой
измеримый селектор x(·) ∈ BL∞([a,b], Ω)(u, r) многозначного отображения Γ(·), что

y(t) = g(t, x(t)), ∀̇ t ∈ [a, b].

Таким образом, y ∈ Ng

(
BL∞([a,b], Ω)(u, r)

)
. Следовательно,

Ng

(
BL∞([a,b], Ω)(u, r)

) ⊇ BL∞([a,b],Rl)(w, αr) ∩W ∩Ng(U)

для любых (u, r) ∈ A. 2
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Из доказанного утверждения следует лемма 2 работы [4]. Приведем еще один частный
случай леммы 1. Пусть заданы α > 0, R > 0, u0 ∈ L∞([a, b], Ω). При п.в. t ∈ [a, b]
положим

U(t) = BΩ(u0(t), R), w0(t) = g
(
t, u0(t)

)
, W (t) = BRm(w0(t), αR),

A(t) =
{
(v, r) : v ∈ U(t), 0 ≤ r ≤ [0, R− |v − u0(t)|]

}
. (1)

Обозначим
U = BL∞([a,b], Ω)(u0, R), W = BL∞([a,b],Rl)(w0, αR),

A =
{
(u, r) : u ∈ U, 0 ≤ r ≤ R− ρL∞([a,b], Ω)(u, u0)

}
.

С л е д с т в и е. Пусть при п.в. t ∈ [a, b] отображение g(t, ·) является условно
α -накрывающим множество W (t) относительно U(t) на системе A(t). Тогда оператор
Ng будет условно α -накрывающим множество W на системе A.

2. Липшицевы возмущения условно накрывающих отображений. Приведем
утверждение, являющееся обобщением теоремы 1 из [4] о липшицевых возмущениях на-
крывающих отображений.

Для заданных отображения Υ : X ×X → Y и точки y ∈ Y рассмотрим уравнение

Υ(x, x) = y (2)

относительно неизвестного x ∈ X.
Пусть даны точка u0 ∈ X и числа α > β ≥ 0, R > 0. Положим

w0 = Υ(u0, u0), U = BX(u0, R),

r(y) =
1

α− β
ρY

(
y, w0

)
, U(y) = BX(u0, r(y)).

Для каждого x2 ∈ U определим

W (x2) = BY (Υ(u0, x2), αR), B(x2) = { (x2, r) : 0 ≤ r ≤ R− ρX(x2, u0) }.

Т е о р е м а 1. Пусть пространство X полно и выполнены следующие предположения:
a) для любого x2 ∈ U отображение Υ(·, x2) : X → Y является условно α -накрывающим
множество W (x2) относительно U на системе B(x2);
b) для любых x1, x2 ∈ U выполнено

ρY (Υ(x1, x1), Υ(x1, x2)) ≤ βρX(x1, x2);

c) для любой последовательности {uk} ⊂ U из того, что uk → u, Υ(uk, u) → y, следует
Υ(u, u) = y.

Тогда, если
r(y) ≤ R, (3)

y ∈
⋂

x2∈U(y)

Υ
(
U, x2

)
, (4)

то существует ξ ∈ U такое, что Υ(ξ, ξ) = y и ρX(ξ, u0) ≤ r(y).
Доказательство этой теоремы приводить не будем, т.к. оно повторяет доказательство

теоремы 1 из [4].

3. Локальная разрешимость интегральных уравнений. Пусть заданы замкнутое
множество Ω ⊆ Rn, измеримая по первому аргументу, непрерывными по совокупности
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второго и третьего аргументов функция f : [a, b] × Ω × Rm → Rl и измеримая по со-
вокупности первого и второго аргументов, непрерывная по третьему аргументу функция
K : [a, b]× [a, b]× Ω → Rm.

Рассмотрим уравнение

f
(
t, x(t),

t∫

a

K(t, s, x(s)) ds
)

= 0, x(t) ∈ Ω, t ∈ [a, b]. (5)

Будем говорить, что уравнение (5) локально разрешимо, если существуют число γ ∈ (a, b]
и функция x ∈ L∞([a, γ], Ω), удовлетворяющая (5) при п.в. t ∈ [a, γ].

Сформулируем утверждение о существовании и оценке локальных решений уравнения
(5). Пусть заданы числа R > 0, d > 0, α > 0, и функция u0 ∈ L∞([a,∞),Ω). Положим
V = BRm

(
0, d

)
. Для п.в. t ∈ [a, b], для любых z ∈ Rm обозначим

U(t) = BΩ(u0(t), R), W (t, z) = BRl(f
(
t, u0(t), z

)
, αR).

Т е о р е м а 2. Пусть
a) существует такая суммируемая функция N : [a, b] → [0, +∞), что при п.в. t ∈ [a, b],
s ∈ [a, t] выполнено неравенство |K(t, s, u0(s))| ≤ N (s);
b) существует такая суммируемая функция M : [a, b] → [0, +∞), что при п.в. t ∈ [a, b],
s ∈ [a, t], любых x, x̄ ∈ U(t) имеет место неравенство

|K(t, s, x)−K(t, s, x̄)| ≤ M(s)|x− x̄|;
c) существует такое Λ > 0, что при п.в. t ∈ [a, b], любых x ∈ U(t) выполнено неравен-
ство |f(t, x, 0)| ≤ Λ;
d) существует такое неотрицательное число P, что при п.в. t ∈ [a, b], любых x ∈ U(t),
z, z̄ ∈ V имеет место неравенство

|f(t, x, z)− f(t, x, z̄)| ≤ P |z − z̄|;
e) при п.в. t ∈ [a, b], любых z ∈ V отображение f

(
t, ·, z)

: Ω → Rl является условно
α -накрывающим множество W (t, z) относительно U(t) на системе

A(t) =
{
(v, r) : v ∈ U(t), r ∈ [0, R− |v − u0(t)| ]

}
.

Тогда, если
vrai sup

t∈[a,b]
|f(t, u0(t), 0)| < αR, (6)

0 ∈
⋂

z∈V

f(t, U(t), z), ∀̇ t ∈ [a, b], (7)

то уравнение (5) локально разрешимо.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу суммируемости функций M, N , существует число

γ ∈ (a, b] такое, что

γ∫

a

(M(s)R +N (s))ds ≤ d, P

γ∫

a

M(s)ds < α,

P

γ∫

a

(2RM(s) +N (s))ds ≤ αR− vrai sup
t∈[a,b]

|f(t, u0(t), 0)|. (8)
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Покажем, что уравнение (5) разрешимо на [a, γ].
Обозначим X = L∞([a, γ],Ω), Y = L∞([a, γ],Rl), Z = L∞([a, γ], V ), U = BX(u0, R).

Сужение функции u0 на [a, γ] будем обозначать также через u0.
Рассмотрим интегральный оператор K, определенный равенством

K(x)(t) =

t∫

a

K(t, s, x(s))ds, t ∈ [a, γ].

Покажем, что K действует из U в Z. Выберем произвольный x ∈ U. Функция (t, s) 7→
K(t, s, x(s)) измерима и, кроме того, из предположений a)-b) следует, что

|K(t, s, x(s))| ≤ M(s)R +N (s).

Следовательно, эта функция является суммируемой. Согласно теореме Фубини (см., на-

пример, [9], глава XII, §3), функция K(x) : t 7→
t∫

a
K(t, s, x(s))ds также суммируема. Кроме

того, при п.в. t ∈ [a, γ] имеет место неравенство

|K(x)(t)| ≤
t∫

a

(M(s)R +N (s))ds ≤ d

Итак, действие оператора K из U в Z доказано.
Рассмотрим оператор Немыцкого Nf , определенный равенством

Nf (x1, z)(t) = f(t, x1(t), z(t)), ∀̇ t ∈ [a, γ] (9)

для любых x1 ∈ X, z ∈ Z. Для п.в. t ∈ [a, γ], проивольных x ∈ U(t), z ∈ V имеем

|f(t, x, z)| ≤ |f(t, x, z)− f(t, x, 0)|+ |f(t, x, 0)| ≤ Λ + P |z| ≤ Λ + d.

Следовательно, (см., например, [10], стр. 376) определенный равенством (9) оператор Nf

действует из U × L∞([a, γ], V ) в L∞([a, γ],Rl) и является замкнутым и ограниченным.
Отметим следующие свойства операторов K, Nf . Из предположений a)-d) следует, что

для любых x1, x2, x̄2 ∈ U, z ∈ Z, при п.в. t ∈ [a, γ] выполнены неравенства

∣∣K(x2)(t)−K(x̄2)(t)
∣∣ ≤

( γ∫

a

M(s)ds

)
ρZ(x2, x̄2); (10)

∣∣∣∣Nf (x1,K(x2))(t)−Nf (x1,K(x̄2))(t)
∣∣∣∣ ≤

(
P

γ∫

a

M(s)ds

)
ρZ(x2, x̄2); (11)

|Nf (u0,K(u0))(t)| ≤ P

γ∫

a

(RM(s) +N (s))ds + |f(t, u0(t), 0)|. (12)

Определим теперь оператор Υ : U × U → Y,

Υ(x1, x2) ≡ Nf (x1,K(x2)).

В таких обозначениях уравнение (5) на отрезке [a, γ] равносильно уравнению (2) c правой
частью y = 0 ∈ Y. Поэтому для доказательства локальной разрешимости уравнения (5)
воспользуемся теоремой 1.
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Покажем, что Υ удовлетворяет предположению a) теоремы 1. Для каждого x2 ∈ U
положим

W (x2) = BY (Υ(u0, x2), αR), B(x2) = { (x2, r) : 0 ≤ r ≤ R− ρX(x2, u0) }.

Выберем произвольное x2 ∈ U. Из предположений на функцию f следует, что функция
x 7→ f(t, x, K(x2)(t)) непрерывна на Ω при п.в. t ∈ [a, γ], функция t 7→ f(t, x,K(x2)(t)) из-
мерима на [a, γ] для любого x ∈ Ω. Поэтому, согласно следствию из леммы 1, из условия a)
доказываемой теоремы следует, что оператор Υ(·, x2) является условно α -накрывающим
множество W (x2) на системе B(x2) относительно U.

Отметим, что из неравенства (11) следует, что оператор Υ удовлетворяет предположе-
нию b) теоремы 1 с константой

β = P

γ∫

a

M(s)ds < α.

Теперь проверим предположение c) теоремы 1. Выше было показано, что операторы
K, Υ(x1, ·) являются липшицевыми, а оператор Nf является замкнутым. Поэтому опера-
тор Υ : (x1, x2) 7→ Nf (x1, K(x2)) является замкнутым. Следовательно, он удовлетворяет
предположению c) теоремы 1.

Покажем далее, что неравенство (3) выполняется при y = 0 , т.е., что

r :=
1

α− β
vrai sup

t∈[a,γ]

∣∣f(
t, u0(t),K(u0)(t)

)∣∣ ≤ R. (13)

Действительно, неравенства (12), (8) дают оценку

|f(t, u0(t),K(u0)(t))| ≤ P

γ∫

a

(2RM(s) +N (s))ds− PR

γ∫

a

M(s)ds+

+vrai sup
t∈[a,γ]

∣∣f(
t, u0(t), 0

)∣∣ ≤ (α− β)R

при п.в. t ∈ [a, γ], из которой следует неравенство (13).
Осталось доказать включение (4). Для этого достаточно проверить, что

0 ∈ Υ(U, x2), ∀x2 ∈ BX(u0, r). (14)

Из (7) следует, что 0 ∈ f(t, U(t),K(x2)(t)) для любого x2 ∈ U, при п.в. t ∈ [a, γ]. Мно-
гозначное отображение U(·) измеримо, отображение f(t, ·,K(x2)(t)) непрерывно на Ω при
п.в. t ∈ [a, γ], функция t 7→ f(t, x, K(x2)(t)) измерима на [a, b] для любого x ∈ Ω. Соглас-
но теореме Филиппова (см. теорему 1.7.10 из [8]), существует такой измеримый селектор
u(·) ∈ BX(u0, R) многозначного отображения U(·), что

0 = f(t, u(t),K(x2)(t)), ∀̇ t ∈ [a, γ].

Следовательно, для любого x2 ∈ U выполнено 0 ∈ Υ(U, x2). Наконец из того, что r ≤ R,
вытекает включение (14). 2

4. Локальная разрешимость интегро-дифференциальных уравнений. Пусть
заданы замкнутое множество Ω ⊆ Rn, вектор A ∈ Rn, измеримая по первому аргу-
менту, непрерывная по совокупности второго, третьего и четвертого аргументов функция
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f : [a, b] × Ω × Rn × Rm → Rl и измеримая по совокупности первого и второго аргумен-
тов, непрерывная по третьему аргументу функция K : [a, b]× [a, b]×Ω → Rm. Рассмотрим
уравнение

f
(
t, ẋ(t), x(t),

t∫

a

K(t, s, x(s)) ds
)

= 0, x(a) = A, ẋ(t) ∈ Ω. (15)

Будем говорить, что уравнение (15) локально разрешимо, если существуют число γ ∈ (a, b]
и функция x ∈ AC∞({A}[a, γ], Ω), удовлетворяющая (15) при п.в. t ∈ [a, γ].

Пусть заданы функция u0 ∈ AC∞({A}, [a, b], Ω) и положительные числа R, d, α. По-
ложим V = BRm

(
0, d

)
, B = BRn

(
A, d

)
,

U(t) = BΩ(u0(t), R), ∀̇ t ∈ [a, b].

Для любых χ ∈ B, z ∈ V обозначим

W (t, χ, z) = BRl

(
f(t, u0(t), χ, z), αR

)
, ∀̇ t ∈ [a, b].

Т е о р е м а 3. Пусть функция K удовлетворяет предположениям a), b) теоремы 2,
и пусть выполнены условия
c) существует такое Λ > 0, что при п.в. t ∈ [a, b], любых y ∈ U(t), выполнено неравен-
ство |f(t, y, A, 0)| ≤ Λ;
d) существует такое неотрицательное число P, что при п.в. t ∈ [a, b], любых x ∈ U(t),
z, z̄ ∈ V, χ, χ̄ ∈ B имеет место неравенство

|f(t, x, χ, z)− f(t, x, χ̄, z̄)| ≤ P max{|χ− χ̄|, |z − z̄|};

e) при п.в. t ∈ [a, b], всех χ ∈ B, z ∈ V отображение f
(
t, ·, χ, z

)
: Ω → Rl является

условно α -накрывающим множество W (t, χ, z) относительно U(t) на системе

A(t) =
{
(v, r) : v ∈ U(t), r ∈ [0, R− |v − u0(t)| ]

}
.

Тогда, если
vrai sup

t∈[a,b]
|f(t, u0(t), A, 0)| < αR,

0 ∈
⋂

χ∈B, z∈V

f(t, U(t), χ, z), ∀̇ t ∈ [a, b],

то уравнение (15) локально разрешимо.
Доказательство этой теоремы полностью повторяет рассуждения, приведенные в дока-

зательстве теоремы 2.
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