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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíîòîííûé îïåðàòîð; êîíóñ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå; íèæíåå è âåðõ-
íåå ðåøåíèÿ; îöåíêè ðåøåíèé; îïåðàòîðíûå íåðàâåíñòâà; óðàâíåíèå ñ àâòîðåãóëèðóåìûì
çàïàçäûâàíèåì.
Ðàññìîòðåíû óòâåðæäåíèÿ îá îïåðàòîðíûõ íåðàâåíñòâàõ, íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðå-
øåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûâàþò ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûìè óòâåðæäåíèÿ î íåðàâåí-
ñòâàõ, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü îöåíêè ðåøåíèé, äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåãî è íèæíåãî
ðåøåíèÿ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðà-
òîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îáîçíà÷èì L([a, b], R) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé y : [a, b] → R ñ íîð-

ìîé ‖y‖L =
b∫
a
|y(s)| ds; AC([a, b], R) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

x : [a, b] → R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ẋ ∈ L([a, b], R), ñ íîðìîé ‖x‖AC = |x(a)|+ ‖ẋ‖L.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîíóñîâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [1], èãðàþùèå âàæ-

íóþ ðîëü â íàøåì èññëåäîâàíèè.
Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî B+ ⊂ B íàçûâàþò êîíóñîì,

åñëè èç x ∈ B+, x 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî λx ∈ B+ ïðè λ > 0 è λx /∈ B+ ïðè λ < 0. Äëÿ x, y ∈ B áóäåì
ïèñàòü x B y èëè y C x, åñëè x− y ∈ B+.

Ýëåìåíò z ∈ B íàçûâàþò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé ìíîæåñòâà U ⊂ B è ïèøóò z = supU, åñëè
äëÿ âñåõ u ∈ U âûïîëíåíî z B u è äëÿ ëþáîãî y ∈ B èç y B u, ∀u ∈ U ñëåäóåò y B z. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà. Åñëè ó ìíîæåñòâà èç äâóõ ýëåìåíòîâ åñòü òî÷íàÿ
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âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíèöà, òî ñóùåñòâóåò è íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ), ïðè÷åì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
sup{x, y} + inf{x, y} = x + y. Êîíóñ B+ ⊂ B íàçûâàþò ìèíèýäðàëüíûì, åñëè ó êàæäîãî ìíî-
æåñòâà èç äâóõ ýëåìåíòîâ åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ) ãðàíèöà. Êàæäûé
ýëåìåíò x ∈ B â ñëó÷àå ìèíèýäðàëüíîñòè êîíóñà B+ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå x = x+ + x− , ãäå
x+ = sup{x, 0} ∈ B+, x− = sup{−x, 0} ∈ B+. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
x ∈ B âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖x+ ‖ 6 M‖x ‖, ‖x− ‖ 6 M‖x ‖, (1)

òî ãîâîðÿò, ÷òî êîíóñ îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåñïëþùåííîñòè. Êîíóñ íàçûâàþò ñèëüíî ìèíèýäðàëü-
íûì, åñëè íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ) ãðàíèöà åñòü ó êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïî êîíóñó ìíîæåñòâà.

Êîíóñ B+ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðàâèëüíûì, åñëè ñõîäèòñÿ êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî íîðìå,
íåâîçðàñòàþùàÿ (íåóáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1 B x2 B · · · B xn · · · . Åñëè èç 0 C x C y
ñëåäóåò ‖x ‖ 6 m‖ y ‖, ãäå m íå çàâèñèò îò x è y, òî êîíóñ B+ íàçûâàþò íîðìàëüíûì. Â ýòîì
ñëó÷àå, åñëè x C y C z, òî ‖ y ‖ 6 (m + 1)(‖x ‖+ ‖ z ‖), ò. å. èç îãðàíè÷åííîñòè ïî êîíóñó ñëåäóåò
îãðàíè÷åííîñòü ïî íîðìå.

Îïåðàòîð K : B → B íàçûâàþò ìîíîòîííûì, åñëè èç x B y ñëåäóåò Kx B Ky. Îïåðàòîð
K : B → B íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííî êîìïàêòíûì íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå U ⊂ B
[1, ñ.307], åñëè ñõîäèòñÿ êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x0 B Kx1 B K2x2 B · · · B Knxn · · · , (2)

ãäå xn, Knxn ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . . Íàçîâåì îïåðàòîð ïðåäåëüíî ìîíîòîííî êîìïàêòíûì, åñëè îí
îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå èç B.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ìîíîòîííûõ îïåðà-
òîðîâ.

Ò å î ð å ì à 1 [1, ñ.308]. Ïóñòü ìîíîòîííûé îïåðàòîð K : B → B ïðåîáðàçóåò â ñåáÿ
îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî U ⊂ B, íà êîòîðîì îí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííî
êîìïàêòíûì. Ïóñòü, äàëåå, u B Ku äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U. Òîãäà îïåðàòîð K èìååò íà U ïî
êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó x, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ x C u.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, êîíóñ B+ ⊂ B
ÿâëÿåòñÿ ìèíèýäðàëüíûì, è inf{w, ϑ} ∈ U äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê w, ϑ ∈ U îïå-
ðàòîðà K. Òîãäà â ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà K, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
U , ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü, äàëåå, êîíóñ B+ ⊂ B
ÿâëÿåòñÿ ìèíèýäðàëüíûì, è äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ U ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà n, j, ÷òî inf{Knx,Kjy} ∈ U. Òîãäà â ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà K,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó U , ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 â ìíîæåñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà K,
ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó U , ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò.

Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèÿõ íå òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ
K : B → B. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äàííûå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ âèäà

x′(t) = f(t, x(h(t, x(t)))), t ∈ [a, b],
x(ξ) = ϕ(ξ), åñëè ξ /∈ [a, b].

(3)

Óðàâíåíèå (3) íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñ àâòîðåãóëèðóåìûì çàïàçäûâàíèåì. Ê òàêîìó óðàâíåíèþ
ïðèâîäèò, íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ áûñòðî äâèæóùèõñÿ ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê èëè çàðÿäîâ [2, 3]. Çäåñü x(t) � ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîãî îáúåêòà â ìîìåíò âðåìåíè
t. Ìîäåëü (3) ó÷èòûâàåò çàïàçäûâàíèå ðåàêöèé îáúåêòîâ íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ è âíóòðåííåå
ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ h ïðè âñåõ t ∈ [a, b], x ∈ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó h(t, x) 6 t,
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÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ê òàêèì óðàâíåíèÿì òåîðèþ âîëüòåððîâûõ îïåðàòîðîâ. Îäíàêî ðàç-
ðûâíîñòü îïåðàòîðà F : AC([a, b], R) → L([a, b], R), ïîðîæäàåìîãî ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (3),
ñòàíîâèòñÿ ïðåãðàäîé â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ýòîé æå ïðè÷èíîé
ìîæíî îáúÿñíèòü ðÿä íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (3): çàäà÷à Êîøè ìîæåò íå èìåòü ëîêàëü-
íûõ ðåøåíèé, èëè èìåòü íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ, â ðÿäå ñëó÷àåâ, çàäà÷à Êîøè îêàçûâàåòñÿ
íåêîððåêòíîé îòíîñèòåëüíî èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé è ò. ä. (ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ìîæíî
íàéòè â [4, c. 278], [5, c.7-8]). Íî, êàê ïîêàçàíî íèæå, â ñëó÷àå ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà F, çàäà÷à
Êîøè îáëàäàåò êëàññè÷åñêèìè òðàäèöèîííûìè ñâîéñòâàìè.

Îáîçíà÷èì

(Hx)(t) =
{

x(h(t, x(t))), åñëè h(t, x(t)) ∈ [a, b],
ϕ(h(t, x(t))), åñëè h(t, x(t)) /∈ [a, b],

(Nf y)(t) = f(t, y(t)).

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (3) â âèäå

x′(t) = (Nf H x)(t), t ∈ [a, b]. (4)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñ óñëîâèåì

x(a) = α. (5)

Ðåøåíèåì íàçûâàåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (4) ïðè
ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5). Âîëüòåððîâîñòü îïåðàòîðà F = NfH ïîçâîëÿåò
ãîâîðèòü î ëîêàëüíîì îïðåäåëåííîì íà [a, a+γ], ãëîáàëüíîì, ïðåäåëüíî ïðîäîëæåííîì ðåøåíèÿõ.
Óïîðÿäî÷èâ ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé êîíóñîì íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, ñìîæåì
îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé.

Ò å î ð å ì à 3. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî α > ϕ(a), ôóíêöèÿ ϕ : (−∞, a] → R íåïðå-
ðûâíàÿ è íåóáûâàþùàÿ, ôóíêöèè f, h : [a, b] × R → R èçìåðèìû ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, íå
óáûâàþò è íåïðåðûâíû ñïðàâà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, ïðè êàæäîì x ∈ R âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
f(·, x) ∈ L([a, b], R), 1 6 p < ∞, ïðè ëþáîì x ∈ R è ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà h(t, x) 6 t, f(t, x) > 0. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ u ∈ AC([a, b], R) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì u′(t) > (NfHu)(t), t ∈ [a, b], u(a) > α. Òîãäà

• ñóùåñòâóåò òàêîå τ > 0 è ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå íà [a, a + τ ] ëîêàëüíîå ðåøåíèå
xτ ∈ AC([a, a + τ ], R) çàäà÷è (4), (5), äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî îöåíêà x′τ (t) 6 u′(t),
t ∈ [a, a + τ ];

• ëþáîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå xγ çàäà÷è (4), (5), äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî îöåíêà
x′γ(t) 6 u′(t), t ∈ [a, a + γ], ïðîäîëæàåìî ëèáî äî ãëîáàëüíîãî xb−a, óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâó x′b−a(t) 6 u′(t), t ∈ [a, b], ëèáî äî ïðåäåëüíî ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ xξ, îïðå-
äåëåííîãî íà [a, a + ξ) è óäîâëåòâîðÿþùåãî íà ýòîì èíòåðâàëå íåðàâåíñòâó x′ξ(t) 6 u′(t);

• ñóùåñòâóåò íèæíåå ãëîáàëüíîå èëè ïðåäåëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå x ξ çàäà÷è (4), (5),
óäîâëåòâîðÿþùåå íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâó x′ξ(t) 6 u′(t).
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Î ÐÀÇËÎÆÅÍÈÈ Â ÐßÄ ÔÓÐÜÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ
ÂÅÑÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

c© À.Þ. Ñàçîíîâ, Þ.Ã. Ôîìè÷åâà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà; ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ϕ ∈ Hs+1

k,+ (Ω+) â ðÿä Ôóðüå ïî
ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, à òàêæå íàéäåíî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿ-
äà

∑∞
p=1 ϕpvp â âåñîâîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Hs+1

k,+ (Ω+).

Ïóñòü Rn+1
+ =

{
x ∈ Rn+1 : x = (x1, ..., xn, y) = (x′, y), x′ ∈ Rn, y > 0, y ∈ R}

, Ω+ � ïðîèçâîëü-
íàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn+1

+ , îãðàíè÷åííàÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ Γ0 : y = 0 è ïðîèçâîëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ Γ+ òèïà Ëÿïóíîâà. Â îáëàñòè Ω+ ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

P (Dx′ , By) =
∑n

i,j=1 aij
∂2

∂xi∂xj
+ bBy + c,

By = ∂2

∂y2 + k
y

∂
∂y , k>0, c6 0,

(1)

ãäå P (Dx′ , By) � îïåðàòîð B -ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ([1]):
ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî q = (q1, ..., qn+1), |q| 6= 0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n∑

i,j=1

aijqiqj + bq2
n+1 > δ |q|2 , aij = aji. (2)
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