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Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ íåëèíåé-
íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ýòè óñëîâèÿ ñî-
îòâåòñòâóþò äâîéñòâåííîñòè, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ìåæäó çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ è ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé íà ìíîæåñòâå ñèëüíî ìîíîòîííûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàññìîòðåíà òðîéêà äâîéñòâåííûõ çàäà÷, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïîäõîäàì Êàðàòåîäîðè, Êðîòîâà è êàíîíè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîñòè. Ïðåä-
ëîæåíà ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî íåîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèí-
òåçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî ñëàáî ìîíîòîííîìó ðåøåíèþ íåðàâåíñòâà
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðÿä èçâåñòíûõ ìåòîäîâ íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ
óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

1. Ââåäåíèå
Íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ: óñòîé÷èâîñòè, ñòàáèëèçàöèè, èíâàðèàíòíîñòè, äîñòèæèìîñòè è îïòèìàëüíîñòè [1�6]. Èñòîêè
ñòîëü øèðîêèõ ïðèëîæåíèé âî ìíîãîì ñâÿçàíû ñ èäåÿìè À.Ì. Ëÿïóíîâà ïî ïðèìåíåíèþ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ âñåõ

1Ïðîäîëæåíèå. Íà÷àëî îïóáëèêîâàíî â æóðíàëå Âåñòíèê Òàìáîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. Åñòåñòâåííûå è òåõ-
íè÷åñêèå íàóêè. � Òàìáîâ, 2009. � Ò. 14. � Âûï. 4. � 210 ñ.
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íåðàâåíñòâ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (è óðàâíåíèé, òðàêòóåìûõ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâ) ìû
íàçûâàåì êðàòêî L-ôóíêöèÿìè.

Äîïóñêàÿ íåêîòîðîå îãðóáëåíèå, âñå L-ôóíêöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà � ñèëüíî
è ñëàáî ìîíîòîííûå. Ïåðâûé êëàññ L-ôóíêöèé îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè (íà-
ïðèìåð, âîçðàñòàíèÿ) âäîëü âñåõ òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèõ ïî èíòåðåñóåìîé
îáëàñòè ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìíîæåñòâî ñèëüíî âîçðàñòàþùèõ L-ôóíêöèé îáî-
çíà÷àåòñÿ äàëåå ÷åðåç Φ+. Âòîðîé êëàññ ñëàáî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
èç ëþáîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè äàííîé îáëàñòè âûõîäèò õîòÿ áû îäíà òðàåêòîðèÿ óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû, âäîëü êîòîðîé L-ôóíêöèè èìåþò ôèêñèðîâàííîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî t. Íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ñëàáî óáûâàþùèõ L-ôóíêöèé åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü ÷åðåç Φ−. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü
ðå÷ü èäåò î ìîíîòîííîñòè ñóïåðïîçèöèèé L-ôóíêöèé ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â ïðÿìîì âðåìåíè;
ìåæäó òåì ïîäîáíûå ñâîéñòâà îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè è â îáðàòíîì. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåìàÿ
òåðìèíîëîãèÿ ïðåäïîëàãàåò íåïðåðûâíîñòü L-ôóíêöèé, îòêàç îò êîòîðîé òðåáóåò óòî÷íåíèÿ ïî-
íÿòèé ñèëüíîé è ñëàáîé ìîíîòîííîñòè (ñì. [3]).

Â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàøëè ñèëüíî ìîíîòîííûå L-ôóíêöèè. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè â âàðèàöèîííîì èñ-
÷èñëåíèè [7], Áåëëìàíà [8�11] è Êðîòîâà [12, 13] â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ïåðâîíà÷àëüíî ôîð-
ìóëèðîâàëèñü èìåííî ÷åðåç ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîé ñèëüíî ìîíîòîííîé âñïîìîãàòåëüíîé (ïðîâå-
ðî÷íîé) ôóíêöèè ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. (Ïðàâäà, ñâîéñòâî ñèëüíîé ìîíî-
òîííîñòè â ïåðâîíà÷àëüíûõ ôîðìóëèðîâêàõ óñëîâèé Êàðàòåîäîðè è Êðîòîâà áûëî íåÿâíûì, íî
îáíàðóæèâàëîñü ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (íîðìèðîâêè) èñêîìîé ôóíêöèè.) Â ïîñëåäóþùåì óêàçàí-
íûå ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî îáðàùàëèñü â íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è îáîáùàëèñü êàê ïóòåì îñëàá-
ëåíèÿ ñâîéñòâ ãëàäêîñòè èñêîìîé ôóíêöèè, òàê è ïåðåõîäà ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì L-ôóíêöèé,
èëè äàæå ìíîæåñòâàì (ñì. [6, 12, 14�19], îáçîð â [13], à òàêæå [5, 20] îòíîñèòåëüíî ñîâðåìåííîãî
ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ).

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ñòàòüè ïîñâÿùåíî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ãëî-
áàëüíîé îïòèìàëüíîñòè â íîâûõ âåðñèÿõ ïîäõîäîâ Êàðàòåîäîðè, Êðîòîâà, à òàêæå êàíîíè÷å-
ñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîñòè [18, 19, 21, 22]. Âñå ýòè ïîäõîäû îáúåäèíÿåò èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ
ãëàäêèõ ñèëüíî âîçðàñòàþùèõ L-ôóíêöèé è äâîéñòâåííîñòü ìåæäó èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà-
÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèìè (ðàçëè÷íûìè) ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè íà
ìíîæåñòâàõ L-ôóíêöèé èç Φ+. Â ýòîé ÷àñòè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû èç [23] (ñì.
òàêæå [24]).

Îäíàêî óêàçàííûå ïîäõîäû îòëè÷àþòñÿ ïî ñïîñîáó èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæåñòâ èç Φ+, ïðè÷åì
åñëè âåðñèè Êàðàòåîäîðè è Êðîòîâà îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî áëèçêèìè, òî ¾ðàññòîÿíèå¿ îò íèõ
äî êàíîíè÷åñêîãî ïîäõîäà âåñüìà îùóòèìî: ïî ñâîåé ãèáêîñòè ïîñëåäíèé èìååò ñóùåñòâåííûå
ïðåèìóùåñòâà. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé è èëëþñòðèðóåòñÿ ñåðèåé ïðè-
ìåðîâ. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò è óñòàíîâëåííûå ñâÿçè ìåæäó ïîäõîäàìè Êàðàòåîäîðè, Êðîòîâà
è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ïîðÿäêà ω, ãäå ω � íåêîòîðûé íåîòðèöà-
òåëüíûé ôóíêöèîíàë. Îíè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ âñåé òåîðèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, òðàêòóåìîé â
øèðîêîì ñìûñëå.

×òî æå êàñàåòñÿ ñëàáî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé, òî èõ àðåàë èñïîëüçîâàíèÿ â îïòèìàëüíîì
óïðàâëåíèè íåñðàâíèìî óæå, õîòÿ â ïîçèöèîííûõ çàäà÷àõ äîñòèæèìîñòè, óïðàâëÿåìîñòè, èíâà-
ðèàíòíîñòè áåç íèõ òðóäíî îáîéòèñü [1�6, 14, 16, 17].

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ñòàòüè ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà óëó÷øåíèÿ (ïî öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó)
îïîðíîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîçèöèîííîãî (ñèíòåçèðóþùåãî) óïðàâëåíèÿ, êîòî-
ðîå íàõîäèòñÿ ïî ñëàáî ìîíîòîííîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
Ýòà ñõåìà ðîäñòâåííà ïîñòðîåíèþ êâàçèîïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñ ïî-
ìîùüþ ñóáðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè [5, 25] è âêëþ÷àåò â ñåáÿ öåëûé ðÿä èçâåñòíûõ
ìåòîäîâ íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ [26�28].
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2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíî-
ñòè ñ ìíîæåñòâîì ñèëüíî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (P ) â ôîðìå Ìàéåðà ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè íà òðàåêòîðèþ:

J(x, u) = l(x(t1)) → min,

ẋ = f(t, x, u), u(t) ∈ U, (1)

x(t0) = x0, x(t1) ∈ C. (2)

Çäåñü u � èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ x � àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè ∆ = [t0, t1], dimx = n, dimu = m. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ U êîìïàêòíî, öåëåâîå (òåðìèíàëüíîå)
ìíîæåñòâî C çàìêíóòî, ôóíêöèè f(t, x, u), fx(t, x, u) è l(x) íåïðåðûâíû. Ïî ïîâîäó îñëàáëåíèÿ
ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ñì. ðàçäåë 3.

Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð ôóíêöèé σ = (x, u), óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì
(1), (2). Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷à (P ) íåòðèâèàëüíà, ò.å. Σ 6= ∅. ×åðåç σ̄ = (x̄, ū) ∈ Σ îáîçíà÷èì
èññëåäóåìóþ äîïóñòèìóþ ïàðó (ïðîöåññ).

2.1 Ïðîâåðî÷íûå ôóíêöèè è ãëàäêàÿ äâîéñòâåííîñòü
Íà÷íåì ñ ìîäèôèöèðîâàííîãî âàðèàíòà óñëîâèé ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè Êàðàòåîäîðè, èñ-

ïîëüçóþùåãî ìíîæåñòâî ãëàäêèõ L�ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ+6 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ϕ : ∆×Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

ϕ ∈ C1(∆× Rn), (3)
P [ϕ](t, x, u) := ϕt(t, x) + ϕx(t, x)f(t, x, u) > 0 (4)

∀(t, x, u) ∈ ∆× Rn × U,

ϕ(t1, x) 6 l(x) ∀x ∈ C. (5)

Çàìåòèì, ÷òî çíàê ¾6¿ â èíäåêñå ó Φ óêàçûâàåò íà íåðàâåíñòâî â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (5). Î÷åâèä-
íî, ÷òî Φ+6 ⊂ Φ+, ò.å. ëþáàÿ ϕ ∈ Φ+6 ñèëüíî âîçðàñòàåò íà ∆×Rn: ñóïåðïîçèöèÿ t → ϕ(t, x(t))
íå óáûâàåò íà ∆ âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè x óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1). Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå
ýëåìåíòû Φ+6 íàçûâàþò ãëàäêèìè ïðîâåðî÷íûìè ôóíêöèÿìè [3, 6, 20].

Åñëè îïðåäåëèòü íèæíèé ãàìèëüòîíèàí óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ðàâåíñòâîì

h(t, x, ψ) = min
u∈U

ψ · f(t, x, u),

òî óñëîâèå (4) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

h̄(t, x,∇ϕ) := ϕt(t, x) + h(t, x, ϕx(t, x)) > 0 ∀(t, x) ∈ ∆× Rn, (6)

ãäå ∇ϕ = (ϕt, ϕx) è h̄ � ðàñøèðåííûé íèæíèé ãàìèëüòîíèàí.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ΦC ⊂ Φ+6 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

inf
σ∈Σ

J(σ) > sup{ϕ(t0, x0)|ϕ ∈ ΦC} := v(ΦC), (7)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

J(σ̄) = v(ΦC) (8)

äîñòàòî÷íî äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè σ̄ â çàäà÷å (P ).

Äîêàçàòåëüñòâî.1 Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ΦC è σ ∈ Σ îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû

ωC(ϕ, σ) =
∫

∆
h̄(t, x(t),∇ϕ(t, x(t)))dt, (9)

JωC(ϕ)(σ) = J(σ)− ωC(ϕ, σ). (10)

Òîãäà èç (4) è (6) ñëåäóåò

ωC(ϕ, σ) > 0 ∀σ ∈ Σ,

è, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (5), äëÿ ëþáîãî σ ∈ Σ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó
öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà:

J(σ) > JωC(ϕ)(σ) > ϕ(t1, x(t1))− ωC(ϕ, σ) =

= ϕ(t0, x0) +
∫

∆
dϕ(t, x(t))− ωC(ϕ, σ) = (11)

= ϕ(t0, x0) +
∫

∆
[H(t, x(t), p(t), u(t))− h(t, x(t), p(t))] dt.

Çäåñü H(t, x, ψ, u) = ψf(t, x, u) � ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà, p(t) = ϕx(t, x(t)). Ïîëàãàÿ

δ(ϕ, σ) = ϕ(t0, x0) +
∫

∆
[H(t, x(t), p(t), u(t))− h(t, x(t), p(t))] dt, (12)

ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (11) â âèäå

J(σ) > JωC(ϕ)(σ) > δ(ϕ, σ) ∀ϕ ∈ ΦC , ∀σ ∈ Σ.

Òàê êàê èíòåãðàíò â (12) íåîòðèöàòåëåí, èìååì

J(σ) > JωC(ϕ)(σ) > ϕ(t0, x0) ∀ϕ ∈ ΦC , ∀σ ∈ Σ. (13)

Òåïåðü, ïåðåõîäÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (13) ñîîòâåòñòâåííî ê èíôèìóìó ïî σ ∈ Σ è ñóïðåìóìó
ïî ϕ ∈ ΦC , ïîëó÷àåì îöåíêó (7). Èç íåå ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (8) äîñòàòî÷íî
äëÿ îïòèìàëüíîñòè σ̄ â çàäà÷å (P ). ¤

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ìíîæåñòâî ΦC ⊂ Φ+6 ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò íèæíþþ
ãðàíèöó äëÿ çíà÷åíèÿ çàäà÷è (P ), è ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

ϕ(t0, x0) → sup, ϕ ∈ ΦC . (14)

Ìíîæåñòâî ΦC íàçûâàåòñÿ íèæíèì îïîðíûì ìíîæåñòâîì ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé (èëè L�
ôóíêöèé) äëÿ çàäà÷è (P ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (8), ò.å.

inf
σ∈Σ

J(σ) = v(ΦC) = sup
ϕ∈ΦC

ϕ(t0, x0). (15)

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (14) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (P ) â ñìûñëå ïîäõî-
äà Êàðàòåîäîðè. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè (15) äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçó-
åòñÿ, ò.å. íèæíåå îïîðíîå ìíîæåñòâî ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

1Ýòî íå ñîâñåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî àäàïòèðîâàíî äëÿ ïîñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèè óñëîâèé Êàðàòåîäîðè è
Êðîòîâà ñ ïîçèöèé óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íåêîòîðîãî ïîðÿäêà ω (ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò).
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(H1) Ôóíêöèÿ f(t, ·, u) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (t, u) ∈ R× U .

(H2) Ñóùåñòâóåò c > 0 òàêîå, ÷òî |f(t, x, u)| 6 c(1 + |x|) íà Rn+1 × U .

(H3) Ìíîæåñòâî f(t, x, U) âûïóêëî ∀ (t, x) ∈ Rn+1.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåííûìè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè ïðåä-
ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâåííû òîëüêî äëÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è òî÷íûõ îöåíîê çíà-
÷åíèÿ çàäà÷è (P ).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ΦC ⊂ Φ+6 ãëàäêèõ ôóíêöèé òàêîå, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (15). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (8) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ãëîáàëüíîé
îïòèìàëüíîñòè σ̄ â çàäà÷å (P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü ΦC = Φ1, ãäå Φ1 � ìíîæåñòâî âñåõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ : ∆ × Rn → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3)�(5), è ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå
3.2 ðàáîòû [23]. ¤

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ êðîòîâñêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, èñïîëüçóþùóþ ìíîæå-
ñòâî ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3)�(5). Äëÿ σ ∈ Σ ïîëîæèì

ωK(ϕ, σ) = ϕ(t1, x(t1))− ϕ(t0, x0) =
∫

∆
P [ϕ](t, x(t), u(t))dt, (16)

JωK(ϕ)(σ) = J(σ)− ωK(ϕ, σ) = l(x(t1))− ϕ(t1, x(t1)) + ϕ(t0, x0). (17)

Èìååì ωK(ϕ, σ) > 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Σ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

J(σ) > JωK(ϕ)(σ) > η(ϕ) + ϕ(t0, x0) ∀σ ∈ Σ, (18)

ãäå

η(ϕ) = inf{l(x)− ϕ(t1, x) | x ∈ C, ϕ(t1, x) > ϕ(t0, x0)} (19)

� çíà÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé êîíöåâîé çàäà÷è ìåòîäà Êðîòîâà. Îöåíêà (18) ïîëó÷àåòñÿ èç (17)
ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà

η(ϕ) 6 inf{l(x(t1))− ϕ(t1, x(t1)) | σ ∈ Σ}.

Ïóñòü òåïåðü ΦK � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé. Òîãäà èç (18) ñëå-
äóåò, ÷òî

minJ(P ) > sup
ϕ∈ΦK

[η(ϕ) + ϕ(t0, x0)] := V (ΦK). (20)

Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìîäèôèöèðîâàííûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè òèïà Êðîòîâà, îñíîâàííûå íà ñîîòíîøåíèÿõ äâîéñòâåííîñòè.

Ò å î ð å ì à 1. (à) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé ΦK ⊂ Φ+6 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(20). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

J(σ̄) = V (ΦK) (21)

äîñòàòî÷íî äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè σ̄ â çàäà÷å (P ).
(á) Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé ΦK ⊂ Φ+6 òàêîå, ÷òî

minJ(P ) = V (ΦK). (22)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (21) íåîáõîäèìî äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè σ̄ â çàäà÷å (P ).
Äîêàçàòåëüñòâî. (à) ñëåäóåò èç îöåíêè (20). (á) Ïîëîæèì ΦK = ΦC , ãäå ΦC óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäëîæåíèþ 2. Â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ ΦK η(ϕ) > 0. Òîãäà èç (20)
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

V (ΦK) > v(ΦK). (23)
Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk} ⊂ ΦK òàêóþ, ÷òî ϕk(t0, x0) → v(ΦK), ëåãêî ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óñëîâèå

lim sup
k

η(ϕk) = 0.

Îòñþäà
sup

ϕ∈ΦK

η(ϕ) = 0. (24)

Òîãäà èç (20) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

V (ΦK) 6 lim
k

ϕk(t0, x0) = v(ΦK).

Ñëåäîâàòåëüíî, V (ΦK) = v(ΦK) è ðàâåíñòâî (22) äîêàçàíî. ¤

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâà ΦC è ΦK , óäîâëåòâîðÿþùèå (15) è (22), (24) ñîîòâåòñòâåííî, ñîâ-
ïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî èç (22), (24) ñëåäóåò (15) ïðè ΦC = ΦK . Íî ýòî âûòåêàåò èç (23) è ñëåäóþùåé îöåíêè

V (ΦK) 6 sup
ϕ∈ΦK

η(ϕ) + v(ΦK) = v(ΦK).

¤
Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
1) Õîòÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ âñå ìíîæåñòâî Φ1 ãëàäêèõ ïðî-

âåðî÷íûõ ôóíêöèé (êàê â [23] è [24]), äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî, ÷òîáû îïîðíîå ñíèçó ìíîæåñòâî
ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé (ñ ñìûñëå Êàðàòåîäîðè è Êðîòîâà) îêàçûâàëîñü ãîðàçäî áîëåå óçêèì. Â
ýòîì ñëó÷àå äâîéñòâåííûå çàäà÷è óïðîùàþòñÿ, ÷òî âàæíî, òàê êàê ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èõ
ðåøåíèÿ â îáùåé ïîñòàíîâêå íå ñóùåñòâóåò. Èäåàëüíûìè â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëÿþòñÿ êî-
íå÷íûå îïîðíûå ìíîæåñòâà; êðàéíèé âàðèàíò � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî � â êëàññå ãëàäêèõ
ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé íåðåàëèñòè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå åñëè ìû ðàñøèðèì êëàññ ýòèõ ôóíê-
öèé äî ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ (÷òî âîçìîæíî è, êñòàòè, óñèëèâàåò âñå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ), òî
åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ϕ (ôóíêöèÿ Êàðàòåîäîðè èëè Êðîòîâà) ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè óñëîâèè
íîðìàëüíîñòè âñåõ ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãèíà çàäà÷è (P ) [3, 6, 29].

2) Ìîäèôèöèðîâàííûå óñëîâèÿ Êðîòîâà òåîðåìû 1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå äðóãèõ èçâåñòíûõ àíà-
ëîãîâ (ñì. [12, 13]), îòëè÷íûõ îò êàíîíè÷åñêîãî ïîäõîäà, íå òîëüêî èç-çà îïåðèðîâàíèÿ ìíîæå-
ñòâîì L�ôóíêöèé, íî è áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ϕ â êîíå÷íîìåðíóþ êîíöåâóþ
çàäà÷ó ìåòîäà Êðîòîâà (19). Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî åñëè ýòî óñëîâèå îïóñòèòü, òî ïîëó÷èì âåð-
ñèþ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè êðîòîâñêîãî òèïà, ýêâèâàëåíòíóþ óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè (ò.å. â ýòîì
ñëó÷àå óñëîâèå (24) âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü ïîäõîäÿùåé ¾íîðìèðîâêîé¿ ôóíêöèé èç ΦK). Íî â
íàøåì âàðèàíòå ìíîæåñòâî ΦK , óäîâëåòâîðÿþùåå òåîðåìå 1, ìîæåò íå áûòü îïîðíûì ñíèçó ïî
Êàðàòåîäîðè.

Â ðàçäåëå 3 ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ñêàçàííîå.
2.2 Ñâÿçü ñ óñëîâèÿìè ìèíèìóìà ïîðÿäêà γ
Â ãëàäêîé äâîéñòâåííîñòè â ñìûñëå ïîäõîäîâ Êàðàòåîäîðè è Êðîòîâà ôóíêöèîíàëû JωC(ϕ)(σ)

è JωK(ϕ)(σ) (ñì. (9), (10) è (16), (17)) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ëàãðàíæèàíàìè çàäà÷è (P ), îïðå-
äåëåííûìè ÷åðåç ïðîâåðî÷íûå ôóíêöèè. Îäíàêî ýòè ôóíêöèîíàëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
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ñïåöèàëüíûå âîçìóùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà J(σ), ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ìèíèìóìà ïîðÿäêà
γ, ãäå γ(σ) � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë.

Ôóíêöèîíàë γ : Σ → R+ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äëÿ σ̄, åñëè γ(σ̄) = 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ̄ �
òî÷êà γ� äîñòàòî÷íîñòè íà Σ, åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèîíàë

Jεγ(σ) = J(σ)− εγ(σ) (25)

äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå Σ â òî÷êå σ̄.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè σ̄ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé γ�äîñòàòî÷íîñòè, òî ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ îöåíêà

J(σ)− J(σ̄) > εγ(σ) ∀σ ∈ Σ. (26)

Ñëåäîâàòåëüíî, γ�äîñòàòî÷íîñòü ñîîòâåòñòâóåò óñèëåíèþ ïîíÿòèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå
σ̄ íà ìíîæåñòâå Σ. Ôóíêöèîíàë γ õàðàêòåðèçóåò îñòðîòó ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà J â σ̄.

Åñëè äëÿ äàííîãî ïîðÿäêà γ íåðàâåíñòâî (26) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ε > 0, òî íàçîâåì γ
ñëèøêîì ãðóáûì ïîðÿäêîì. Â ñëó÷àå, êîãäà äâà ïîðÿäêà γ′ è γ′′ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

γ′(σ) 6 γ′′(σ) ∀σ ∈ Σ,

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîðÿäîê γ′ òîíüøå, ÷åì γ′′ (èëè γ′′ ãðóáåå, ÷åì γ′).
Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìîå íàìè ïîíÿòèå γ�äîñòàòî÷íîñòè îòëè÷íî îò àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèÿ

â [30], ãäå ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ òåîðèÿ óñëîâèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ â äâîéñòâåííûõ çàäà÷àõ Êàðàòåî-

äîðè è Êðîòîâà ñóùåñòâóþò (ò.å. ñóïðåìóìû â (15), (20) äîñòèãàþòñÿ), òî σ̄ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
γ�äîñòàòî÷íîñòè ñ γ = ωC è γ = ωK ñîîòâåòñòâåííî.

Ò å î ð å ì à 2. (à) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ ΦC òàêàÿ, ÷òî

ϕ(t0, x0) = v(ΦC) = J(σ̄). (27)

Òîãäà σ̄ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ωC(ϕ)�äîñòàòî÷íîñòè íà Σ.
(á) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ ΦK òàêàÿ, ÷òî

V (ϕ) := η(ϕ) + ϕ(t0, x0) = V (ΦK) = J(σ̄). (28)

Òîãäà σ̄ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ωK(ϕ)�äîñòàòî÷íîñòè íà Σ. Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ïóñòü âûïîëíåíî
óñëîâèå (27). Òîãäà, â ñèëó îöåíêè (11), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ω(ϕ) = 0, h̄ = 0, H = h âäîëü σ̄.

Ñëåäîâàòåëüíî, ω(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì äëÿ σ̄ è

Jω(ϕ)(σ̄) = ϕ(t0, x0).

Îòñþäà, σ̄ � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ Jω(ϕ) íà Σ. Ýòî îçíà÷àåò ðåàëèçàöèþ ω(ϕ)�
äîñòàòî÷íîñòè äëÿ σ̄ ñ ε = 1. Óòâåðæäåíèå (à) äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (á) ìû çäåñü îïóñòèì. ¤
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ϕ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ωC(ϕ, σ) 6 ωK(ϕ, σ) ∀σ ∈ Σ,

ò.å. ôîðìàëüíî ïîðÿäîê ωC òîíüøå ωK . Îäíàêî ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò ñêàçàííîìó âûøå â çàìå÷à-
íèè 2), ïîñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îïîðíàÿ ñíèçó ïî Êàðàòåîäîðè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êðîòîâà.
Ïîýòîìó îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè óòâåðæäåíèÿ (á) øèðå, ÷åì óòâåðæäåíèÿ (à).
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Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî åñëè â (à) ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, òî ωC ≡ 0,
ò.å. ωC�äîñòàòî÷íîñòü ïðîñòî ýêâèâàëåíòíà ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè (òåîðåòè÷åñêè èäåàëüíûé
ñëó÷àé), íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ϕ ïðîáëåìàòè÷íî äàæå â êëàññå ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

2.3 Êàíîíè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîñòè
Òåïåðü ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3), (4)

(áåç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5)). Ââåäåì ìíîæåñòâî

E(Φ) = {x | ϕ(t1, x)− ϕ(t0, x0) > 0 ∀ϕ ∈ Φ} (29)

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (EP (Φ)):

l(x) → inf, x ∈ E(Φ)
⋂

C. (30)

Ò å î ð å ì à 3.
Äëÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà σ̄ â çàäà÷å (P ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà Φ òàêîãî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3), (4),
è òî÷êà x̄ = x̄(t1) äîñòàâëÿåò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (EP (Φ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü õîðîøî èçâåñòíà [18]. Îíà ýëåìåíòàðíà, åñëè çàìåòèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî (29) îöåíèâàåò ñâåðõó ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â ìîìåíò t1.
×òîáû óñòàíîâèòü íåîáõîäèìîñòü, ïîëîæèì Φ = ΦC , ãäå ìíîæåñòâî ΦC óäîâëåòâîðÿåò ïðåäëîæå-
íèþ 2. Òîãäà

l(x) > ϕ(t1, x) > ϕ(t0, x0) ∀ϕ ∈ ΦC

è, ñëåäîâàòåëüíî,
inf l(EP (ΦC)) > v(ΦC) = l(x̄(t1)).

Îäíàêî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê x̄(t1) � äîïóñòèìàÿ òî÷êà
â çàäà÷å (EP (ΦC)). Ñëåäîâàòåëüíî, x̄(t1)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (EP (ΦC)), è ïðîöåññ σ̄ äîñòàâëÿåò
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (P ). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî îïîðíûõ ñíèçó L�ôóíêöèé â ñìûñëå óñëî-
âèé Êàðàòåîäîðè îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì (îïîðíûì ñíèçó) è äëÿ êàíîíè÷åñêîé òåîðèè, ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 3. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî è äëÿ îïîðíûõ ñíèçó
ìíîæåñòâ L�ôóíêöèé â ñìûñëå Êðîòîâà. Îäíàêî ñîîòâåòñâóþùèå îáðàòíûå èìïëèêàöèè íå âåð-
íû (ñì. ïðèìåðû â ðàçäåëå 3).

Ãèáêîñòü êàíîíè÷åñêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè îáóñëîâëèâàåòñÿ îòñóòñòâèåì êàêèõ-ëèáî êðà-
åâûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèé ϕ ∈ Φ èç ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà. Êðîìå òîãî, êàíîíè÷åñêèé ïîä-
õîä íå èñïîëüçóåò ðàñøèðåíèÿ çàäà÷è (P ) ïóòåì ââåäåíèÿ îáîáùåííîãî ëàãðàíæèàíà, ÷òî âåäåò
ê îñëàáëåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè è ïåðåõîäó ê γ�äîñòàòî÷íîñòè. Îäíàêî ýòî îñëàáëåíèå
(ñíÿòèå) äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè ïðîèñõîäèò è â êàíîíè÷åñêîé òåîðèè çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê âíåø-
íåé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

3. Çàìå÷àíèÿ, îáîáùåíèÿ è ïðèìåðû
Èçëîæåííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äîïîëíèì çàìå÷àíèÿìè êîíñòðóêòèâíîãî õàðàêòåðà, ðàñ-
øèðÿþùèìè ñôåðó ïðèìåíèìîñòè êàíîíè÷åñêîé òåîðèè è ñïîñîáñòâóþùèìè ëó÷øåé îðèåíòàöèè.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âûèãðûøíàÿ ãèáêîñòü ýòîé òåîðèè â ñðàâíåíèè ñ å¼ àíàëîãàìè
îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â çàäà÷àõ ñ ïëîõèìè ñâîéñòâàìè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû, ñ àíîðìàëüíûìè
ýêñòðåìàëÿìè Ïîíòðÿãèíà, ñ ýêñòðåìàëÿìè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâà íàáîðîâ ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà (äàæå ïîñëå íîðìèðîâêè). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â [18, 31] è
íèæå.
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Äàëåå, îñíîâíîé ïðîáëåìîé, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå èñêîìîãî ìíîæåñòâà Φ ⊂ Φ+, îïîð-
íîãî ñíèçó â ñìûñëå êàíîíè÷åñêîé òåîðèè (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåãî òåîðåìå 3). Çàìåòèì, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë, ïîñêîëüêó ñîñòàâëÿþùèå åãî ôóíêöèè äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (óðàâíåíèþ) Ãàìèëüòîíà-ßêîáè áåç êàêèõ-ëèáî êðàåâûõ óñëîâèé.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â [19, 22, 26]. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìíî-
æåñòâî L-ôóíêöèé âîçíèêàåò ïî÷òè àâòîìàòè÷åñêè (ïîäîáíî ìíîæåñòâó ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè èõ àíàëèòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè). Èäåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, ïðè
êîòîðîé èñêîìîå ìíîæåñòâî Φ ïîçâîëÿåò òî÷íî îïèñàòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû, íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîöåëüþ � äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ¾õîðîøóþ¿ àïïðîêñèìàöèþ ýòîãî ìíî-
æåñòâà âáëèçè êîíöåâîé òî÷êè ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè. Çäåñü íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî
ïðè ñâåäåíèè ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå Ìàéåðà èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû
îöåíèâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà E(Φ). Êîãäà ïîäîçðèòåëüíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ (ïðîöåññ) èçâåñòíà, íàïðèìåð, èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ Φ åñòåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ (cì. ï. 3.2).

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ îáðàòèìñÿ ê êîíöåâîé çàäà÷å (30) ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì Φ. Åñëè Φ è ïðîöåññ
σ̄ óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 3, òî ïî÷òè íåèçáåæíî âî ìíîæåñòâå Φ äîëæíû áûòü ¾àêòèâíûå¿ ϕ,
äëÿ êîòîðûõ ϕ(t, x̄(t)) = const (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (30) àêòèâíû). Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà x̄(t1) äîëæíà áûòü ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è

l(x) → min, x ∈ C,

äëÿ êîòîðîé äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. ßñíî, ÷òî òàêèå ¾àáñîëþòíî âû-
ðîæäåííûå¿ çàäà÷è ðåäêè è íå ïðåäñòàâëÿþò øèðîêîãî èíòåðåñà. Â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìû 3
ìíîæåñòâî Φ äîëæíî ñîäåðæàòü ε-àêòèâíûå ýëåìåíòû ϕ äëÿ ëþáîãî ε > 0, ãäå ε-àêòèâíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåðàâåíñòâàì â (29). Ïîäðîáíûé àíàëèç îáñóæäàåìîé ñèòóàöèè è âçàèìîñâÿçü ñ
ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ñì. â [18, 31].

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëüíî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
âñå ìåòîäû, êîòîðûå ðàçðàáîòàíû â õîäå ðàçâèòèÿ òåîðèè Êðîòîâà [12, 13, 14]:

à) ïîèñê â êëàññå ëèíåéíûõ è ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî x (ðàçíîñòè x−
− x̄(t), åñëè èçâåñòíà ïîäîçðèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x̄); ýòîò ïóòü òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàí ñ ïî-
íÿòèåì ýêñòðåìàëè (áèýêñòðåìàëè) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû [18, 19, 36] è óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà (òèïà ßêîáè);

á) ìåòîä êðàòíûõ ìàêñèìóìîâ [12, 14] è åãî ìîäèôèêàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ íåëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ãîõà [18, 33]; îíè îñîáåííî ýôôåêòèâíû â çàäà÷àõ ñ ëèíåéíûì óïðàâëåíèåì è îñîáûìè
ðåæèìàìè;

â) ìåòîä íîðìèðîâêè, ïîçâîëÿþùèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àòü ñèëüíî ìîíîòîííóþ
L-ôóíêöèþ, îòïðàâëÿÿñü îò ïðîèçâîëüíîé ϕ.

Ýòîò ïîëåçíûé ïðèåì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïî çàäàííîé ϕ êîíñòðóèðóåì ôóíêöèþ ϕ̇ := P [ϕ]
(ñì. (4)) è âû÷èñëÿåì

µ(t) = inf
x∈Rn

min
u∈U

P [ϕ](t, x, u) = inf
x∈Rn

h̄(t, x,∇ϕ).

Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî µ(t) ∈ L1, òî äåëàåì ¾íîðìèðîâêó¿ ϕ, ïîëàãàÿ

ϕ̃(t, x) = ϕ(t, x) +

t1∫

t

µ(s)ds. (31)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ϕ̃ áóäåò ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè (6).
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Êîíå÷íî, â ýòîì êðàòêîì îáçîðå ìû íå êàñàåìñÿ ñïåöèàëüíûõ, òîíêèõ ìåòîäîâ, îïèðàþùèõñÿ
íà ñîâðåìåííóþ òåîðèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè [5, 20].

Ï ð è ì å ð 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ôóíê-
öèîíàëà èç âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà ïðîèçâîäíóþ (çàäà÷à
íà óñëîâèå òèïà ßêîáè [34]):

J(x) =

T∫

0

ẋ2dt− x2(T ) → inf; x ∈ AC([0, T ]),

x(0) = 0, |ẋ(t)| 6 1.

Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ýòîé çàäà÷è òàêîâà:

ẋ = u, x(0) = 0,
ẏ = u2, y(0) = 0,
|u| 6 1, J(x, u) = y(T )− x2(T ) → inf .

Â ýòîé íåâûïóêëîé çàäà÷å H = ψu + u2,

h(ψ) = min
|u|61

H(ψ, u) =
{

1− |ψ|, |ψ| > 2,
−ψ2/4, |ψ| 6 2,

ïðè÷åì

u∗(ψ) = arg min
|u|61

H(ψ, u) =




−1, ψ > 2,
+1, ψ 6 −2,
−ψ/2, |ψ| 6 2.

Çàìåòèâ, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ψ ≡ const íà ëþáîé ýêñòðåìàëè è ÷òî ôàçà y íåñóùå-
ñòâåííà (äëÿ íå¼ ψy ≡ 1), áóäåì èñêàòü L-ôóíêöèè â âèäå

ϕ(t, x, y) = S(t, x) + y,

ëèíåéíûå ïî x (Sx = ψ) â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ h. Èñïîëüçóÿ íîðìèðîâêó, ïî-
ëó÷èì äâà áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, ïàðàìåòðèçîâàííûõ
ïàðàìåòðîì ψ:

Φ1 : ϕψ = ψx + (1− |ψ|)(T − t), |ψ| > 2,

Φ2 : ϕψ = ψx− ψ2

4
(T − t), |ψ| 6 2.

Äëÿ Φ = Φ1 ∪ Φ2 â êîíöåâîé çàäà÷å (30) óäàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åíèé
ïåðåõîäîì ê îãèáàþùèì ñåìåéñòâ ïî ψ, òàê ÷òî â èòîãå ïîëó÷èì äâà îãðàíè÷åíèÿ

2|x| − y 6 T, x2 − Ty 6 0,

ê êîòîðûì ñëåäóåò äîáàâèòü î÷åâèäíóþ àïðèîðíóþ îöåíêó y = y(T ) ∈ [0, T ] (äðóãàÿ îöåíêà
x = x(T ) ∈ [−T, T ] îêàçûâàåòñÿ èçëèøíåé).

Àíàëèç êîíöåâîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì: ïðè T < 1 ãëîáàëüíî îïòèìàëüíà
òî÷êà x̄(T ) = ȳ(T ) = 0, à ïðè T > 1 � òî÷êè x̃(T ) = T , ỹ(T ) = T è x̂(T ) = −T , ŷ(T ) = T .
Ñîîòâåòñòâóþùèå èì óïðàâëåíèÿ ū ≡ 0, ũ ≡ 1, û ≡ −1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ìíîæåñòâàì àêòèâíûõ
ϕψ è ¾ïðåäýêñòðåìàëüíîìó¿ óïðàâëåíèþ u∗(ψ). ¤

Õàðàêòåðíî, ÷òî íàëè÷èå ñîïðÿæåííîé òî÷êè T = 1, çà êîòîðîé îïòèìàëüíîñòü ū ≡ 0 è çíà-
êîîïðåäåëåííîñòü J íàðóøàþòñÿ, îïðåäåëÿåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè [12�14]. Îíî, êñòàòè, áåñïîëåçíî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè T > 1.
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Èñïîëüçîâàííàÿ â ýòîì ïðèìåðå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ
ñèëüíî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû è íîðìèðîâêè äî-
ïóñêàåò îáîáùåíèå íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x + b(t, u), u ∈ U � êîìïàêò â Rm,

ïðè÷åì ïîëó÷àþùååñÿ ñåìåéñòâî ôóíêöèé Φψ äàåò òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â
ñèëó åãî âûïóêëîñòè è êîìïàêòíîñòè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð íåëèíåéíîé çàäà÷è òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
Ï ð è ì å ð 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ ìåæäó ôàê-

òîðàìè ïðîèçâîäñòâà [35] è èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå äèíàìèêè:

ẋ = f(x)u, u ∈ U =

{
u ∈ Rn

+ |
n∑

1

ui = 1

}
.

Çäåñü f : Rn
+ → R+ � âîãíóòàÿ, ãëàäêàÿ ïðè x > 0 ôóíêöèÿ ïðèáûëè ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû,

fx(x) > 0 íà Rn
+ x � âåêòîð ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà, ui � èíâåñòèöèè â ðàçâèòèå i-ãî ôàêòîðà.

Â äàííîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå H = f(x)〈ψ, u〉,

h(x, ψ) = f(x)m(ψ), m(ψ) = min
U
〈ψ, u〉.

Ïóñòü σ̄ = (x̄, ū) � íåêîòîðûé ïðîöåññ ñèñòåìû è ψ̄ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êîýêñòðåìàëü �
ðåøåíèå ñèñòåìû

ψ̇ = −fx(x̄)〈ψ, ū〉, 〈ψ̄(t), ū(t)〉 = m(ψ̄(t))

(òîãäà (ψ̄, σ̄) � áèýêñòðåìàëü ñèñòåìû). Ïîëîæèì ϕ(t, x) = 〈ψ̄(t), x〉. Òîãäà ôóíêöèÿ

P(t, x) = min
u∈U

ϕ̇(t, x) = −〈Hx(x̄, ψ̄, ū), x〉+ f(x)m(ψ̄(t))

âîãíóòà ïðè x > 0, åñëè m(ψ̄(t)) < 0 è èìååò ìèíèìóì ïî x ïðè x = x̄(t) > 0, ðàâíûé µ(t). Â ýòîé
ñèòóàöèè íîðìèðîâêà (31) ïðèâîäèò ê ñèëüíî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ϕ̃.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ ëþáàÿ êîýêñòðåìàëü ïðîöåññà σ̄ ñî ñâîéñòâîì
m(ψ̄(t)) < 0 ïîðîæäàåò ðåøåíèå íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (6). Ýòî ñâîéñòâî â ñâîþ î÷åðåäü
îçíà÷àåò, ÷òî â åñòåñòâåííûõ äëÿ äàííîé ìîäåëè çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ýêñòðåìàëè Ïîíòðÿãèíà
áóäóò ãëîáàëüíî îïòèìàëüíû. Ïîñòðîåííûé â [35] îïòèìàëüíûé ñèíòåç (ðåäêèé ïî çàâåðøåííîñòè)
ïîäòâåðæäàåò äàííûé âûâîä. ¤

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà íåêîòîðûõ îáîáùåíèÿõ.
3.1 Ðàñøèðåíèå êëàññà L-ôóíêöèé
Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî îñëàáëåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ ãëàäêîñòè L-ôóíêöèé âåäåò ê óñèëåíèþ

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (è îñëàáëåíèþ íåîáõîäèìûõ). Êðîìå òîãî, îíî óïðîùàåò
ðåøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, äëÿ îáðàùåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè [18, 36] è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ (ñì. ðàçäåë 4) èñïîëü-
çóþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè

ϕ(t, x) = ψ(t)
(
x̄(t)− x

)
,

ïîðîæäåííûå ðåøåíèÿìè ψ(·) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèìè σ̄ â ñèëó óñëîâèÿ ìàêñè-
ìóìà (â äàííîé ðåäàêöèè � ìèíèìóìà) ïî óïðàâëåíèþ ôóíêöèè H. Îäíàêî x̄(·), ψ(·) âñåãî ëèøü
ëèïøèöåâûå ôóíêöèè, òàê ÷òî ëèíåéíûå ϕ ñòîëü åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðû èñêëþ÷àþòñÿ ãëàäêîé
òåîðèåé.

Áëèæàéøåå ðàñøèðåíèå ñîñòàâëÿåò êëàññ Lip(∆ × Rn) ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé íà
G := ∆×Rn. Òàêèå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó íà G (â ñìûñëå Ëåáåãà â Rn+1), òàê
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÷òî äëÿ íèõ íåðàâåíñòâî (4), èëè (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè,
ò.å. ï.â. íà G. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ϕ íà G (íî íå
íåîáõîäèìî).

Èíôèíèòåçèìàëüíûé êðèòåðèé, ýêâèâàëåíòíûé ñèëüíîìó âîçðàñòàíèþ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè ϕ, ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç íèæíþþ ïðîèçâîäíóþ Äèíè ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
(1, v = f(t, x, u)):

min
u∈U

Dϕ(t, x; 1, v) := min
u∈U

[
lim

α→0+

1
α

(
ϕ(t + α, x + αv)− ϕ(t, x)

)]
> 0 ∀ (t, x) ∈ G2. (32)

Äðóãîé ýêâèâàëåíò ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ âûðàæàåòñÿ ïðîêñèìàëüíûì íåðàâåíñòâîì Ãàìèëü-
òîíà-ßêîáè

h̄(t, x, p) > 0 ∀ p = (pt, px) ∈ ∂P ϕ(t, x), (t, x) ∈ (t0, t1)× Rn, (33)
ãäå ∂P ϕ(t, x) � ïðîêñèìàëüíûé ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕ â òî÷êå (t, x).

Íàïîìíèì [3, 6], ÷òî âåêòîð p = (pt, px) ∈ R×Rn íàçûâàþò ïðîêñèìàëüíûì ñóáãðàäèåíòîì ϕ
â òî÷êå (t, x), åñëè íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü Ω òî÷êè (t, x) è êîíñòàíòà c > 0, òàêèå, ÷òî

ϕ(τ, y) > ϕ(t, x) + p · ((τ, y)− (t, x)
)− c|(τ, y)− (t, x)|2 ∀ (τ, y) ∈ Ω.

(Ñð. ñ ïîíÿòèåì ñóáãðàäèåíòà âûïóêëîé ϕ.) Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ëîêàëüíî � â îêðåñò-
íîñòè (t, x) � ϕ èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ, îïîðíóþ ñíèçó â òî÷êå (t, x), ñ ãðàäèåíòîì p â
äàííîé òî÷êå. Ïðîêñèìàëüíûé ñóáäèôôåðåíöèàë ∂P ϕ(t, x) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ñóáãðàäèåíòîâ.
Îí ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì; â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (33) ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì
àâòîìàòè÷åñêè â òî÷êå (t, x). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ϕ ∂P ϕ(t, x) ⊂ {∇ϕ(t, x)}, ïðè-
÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, åñëè ϕ ∈ C2(G). Ïðîêñèìàëüíûé ñóïåðäèôôåðåíöèàë ∂P ϕ ââîäèòñÿ
àíòèñèììåòðè÷íûì îáðàçîì è ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ∂P ϕ(t, x) = −∂P

(− ϕ(t, x)
)
.

3.2 Ó÷åò àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé è èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ íàõîæäåíèå îïîðíîãî ñíèçó ìíîæåñòâà Φ îáëåã÷àåòñÿ, åñëè èçâåñòíî
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S ⊂ Rn+1, ñîäåðæàùåå ãðàôèêè âñåõ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé çàäà÷è, ò.å.
ìíîæåñòâà ñî ñâîéñòâîì (

t, x(t)
) ∈ S íà ∆ âäîëü ëþáîãî σ ∈ Σ.

Íàïðèìåð, òàêîå S ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ñèñòåìû èëè èç àíàëèçà
åå ñèëüíî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ.

Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ L�ôóíêöèé ϕ ∈ Φ òîëüêî ïðè
(t, x) ∈ S, à â îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà E(Φ) äëÿ êîíöåâîé çàäà÷è (29), (30) âêëþ-
÷èòü îãðàíè÷åíèå x ∈ St1 , ãäå St � ñå÷åíèå S ïðè ôèêñèðîâàííîì t. (Â çàäà÷àõ ñ ïîäâèæíûì
ëåâûì êîíöîì òðàåêòîðèé ñëåäóåò âêëþ÷àòü óñëîâèå x(t0) ∈ St0 , à ïðè ñâîáîäíûõ t0, t1 � äîïîë-
íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïðèíèìàþò âèä (t0, x0) ∈ S, (t1, x1) ∈ S, ãäå xi = x(ti), i = 0, 1.) Ýòîé
ðåêîìåíäàöèåé ìû óæå ïîëüçîâàëèñü â ïðèìåðå 1.

Ï ð è ì å ð 3. ẋ = xu + b(t)u, x(0) = 0, u ∈ [0, 1], J = x3(1) → min, ãäå b(t) > 0 on [0, 1].
Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî S = {(t, x) | x > 0} ñèëüíî èíâàðèàíòíî ïðè x(0) = 0. Äëÿ ϕ = x

ϕ̇|S = ẋ|S > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ñèëüíî âîçðàñòàåò íà S. Ïîëàãàÿ Φ = {ϕ}, ïîëó÷àåì êîíöåâóþ çàäà÷ó

x3 → min, x > 0.

2Êàê äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè íåðàâåíñòâî (32) áóäåò ñïðàâåäëèâî, åñëè äàæå ôóíêöèÿ f èç-
ìåðèìà ïî t, à ϕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t ðàâíîìåðíî ïî êîìïàêòíûì ìíîæåñòâàì èç Rn è ëîêàëüíî ëèïøèöåâà
ïî x (ñì. äåòàëè â [37]).
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Åå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x̄ = 0 óêàçûâàåò íà ãëîáàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü ïðîöåññà σ̄ = 0 (òåîðåìà
2.3).

Çàìåòèì, ÷òî ϕ = x íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5) è íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Êà-
ðàòåîäîðè è Êðîòîâà, äàæå åñëè èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ñïîñîáû íîðìèðîâêè ýëåìåíòîâ èç Φ+

[13], óñëîâèå èõ ìîíîòîííîñòè è ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè â êîíöåâîé çàäà÷å EP (ΦK).
Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé êîíöåâîé çàäà÷å ìåòîäà Êðîòîâà [12]

κ(x) = x3 − x → min, x > 0,

äëÿ êîòîðîé x̄ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. ¤
Ï ð è ì å ð 4. ẋ1 = u, ẋ2 = 2x1u, |u| 6 1,

x1(0) = 0, x2(0) = x1(1) = 0, J = x1(1) → min .

Â ýòîì ïðèìåðå σ̄ = 0 � àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü, è ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò äàæå
ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé Áåëëìàíà, Êàðàòåîäîðè [38], à òàêæå (êàê ëåãêî ïîêàçàòü) è
ôóíêöèè Êðîòîâà. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè h̄ = 0 èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå
ϕ = x2−x2

1, ÿâëÿþùååñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (ò.å. ϕ
(
x(t)

) ≡ const âäîëü âñåõ òðàåêòîðèé).
Ïîëàãàÿ Φ = {ϕ}, ïðèõîäèì ê ýëåìåíòàðíîé êîíöåâîé çàäà÷å

x1(1) → min, x2(1) = 0, x2(1)− x2
1(1) = 0

ñ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîé òî÷êîé x̄(1) = 0. Ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ïðîöåññà σ̄. ¤
3.3 Çàäà÷è ñ íåâûïóêëûì ãîäîãðàôîì è íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé
Åñëè ìíîæåñòâî f(t, x, U) íå âûïóêëî, òî â êëàññå îáû÷íûõ ïðîöåññîâ ðåøåíèå ìîæåò íå ñó-

ùåñòâîâàòü � â îáùåì ñëó÷àå îíî äîñòèãàåòñÿ íà ñêîëüçÿùåì ðåæèìå, ò.å. íà íåêîòîðîì ïðîöåññå
ðàñøèðåííîé îâûïóêëåííîé çàäà÷è (co P ) ñ äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçüþ

ẋ ∈ co f(t, x, U).

Îíà äîïóñêàåò êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ¾ïî Ãàìêðåëèäçå¿ (ñì. [11, 12, 19])

ẋ =
k∑

1

v1f(t, x, ui),

ui ∈ U, vi > 0, i = 1, k,

k∑

1

vi = 1, k 6 n + 1,

(34)

ãäå ui, vi � óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíèàíû çàäà÷ (P ) è (co P ) ñîâïàäàþò, òàê ÷òî îíè
îáëàäàþò îäíèì ìíîæåñòâîì ñèëüíî (è ñëàáî) ìîíîòîííûõ L�ôóíêöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ãîäîãðàôà ñõåìà ïðèìåíåíèÿ êàíîíè÷å-
ñêîé òåîðèè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, íî ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ïðîöåññîâ îâûïóêëåííîé ñèñòåìû
(34) èëè íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {σn} çàäà÷è (P ), òðàåêòîðíûå êîìïîíåíòû êîòîðûõ
ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóþò òðàåêòîðèè çàäà÷è (co P ). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå îáû÷íûå òðàåêòîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {σn} ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü êîíöåâûì îãðàíè÷åíè-
ÿì ëèøü â ïðåäåëå (â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ðàññòîÿíèÿ d

(
xn(t1), C

) → 0).
Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ñ íåñóùåñòâîâàíèåì îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà ìîæåò ñëó÷èòüñÿ è â ñëó-

÷àå íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U . Íî çäåñü îíà èìååò äðóãóþ ïðèðîäó è ìîæåò ïîòðåáîâàòü
ðàñøèðåíèÿ çàäà÷è (P ) ïóòåì ïåðåõîäà ê èìïóëüñíûì ïðîöåññàì [14, 33, 39, 40]. Íå âäàâàÿñü
â äåòàëè òàêîãî ðàñøèðåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçâèòèÿ êàíîíè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîñòè
[41], óêàæåì ëèøü íà åñòåñòâåííûå êîððåêòèðîâêè ïîäõîäà.
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Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå íèæíåãî ãàìèëüòîíèàíà h âêëþ÷àåò â ñåáÿ ââåäåíèå ýôôåêòèâíîãî
ìíîæåñòâà

domh =
{

(t, x, ψ) | min
u∈U

H(t, x, ψ, u) äîñòèãàåòñÿ
}

.

Òîãäà h > −∞ íà dom h. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (6) äîïîëíÿåòñÿ óñëîâèåì

(t, x, ϕx) ∈ domh, (35)

êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñèëü-
íîé ìîíîòîííîñòè óñëîæíÿåòñÿ è â îáùåì ñëó÷àå âñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (à, âîçìîæíî, è óðàâ-
íåíèé) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé.

Íàïðèìåð, â ëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåìå

ẋ = f0(t, x) + g(t, x)u, u ∈ U = Rm
+ (36)

óñëîâèå (35) ïðèíèìàåò âèä

gT (t, x)ϕx(t, x) 6 0 (m íåðàâåíñòâ),

à ïðè U = Rm ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (m óðàâíåíèé êðàòíûõ ìàêñèìóìîâ). ßñíî, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå òàêàÿ ñèñòåìà â öåëîì áóäåò íåñîâìåñòíîé. Èìåííî ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíåíèå âñåõ àíàëîãîâ
òåîðèè Ãàìèëüòîíà�ßêîáè íà ñèñòåìû òèïà (36) òðåáóåò íåòðèâèàëüíûõ îáîáùåíèé; îíî òîëüêî
ðàçâîðà÷èâàåòñÿ [32, 42�44].

Âî-âòîðûõ, åñëè ñèñòåìà óñëîâèé ìîíîòîííîñòè (6), (35) îêàçàëàñü ñîâìåñòíîé, òî â îáùåì
ñëó÷àå äàëüíåéøàÿ ðåàëèçàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïîäõîäà ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ íå çàäà÷è (P ), à
åå ðàñøèðåíèÿ � çàäà÷è (PI) íà ìíîæåñòâå èìïóëüñíûõ ïðîöåññîâ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ ðàçðûâ-
íûìè òðàåêòîðèÿìè. Ýòè òðàåêòîðèè ïîòî÷å÷íî àïïðîêñèìèðóþòñÿ òðàåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {σn} ïðîöåññîâ èñõîäíîé ñèñòåìû, ïðèáëèæåííî (â ïðåäåëå) óäîâëåòâîðÿ-
þùèìè êîíöåâûì îãðàíè÷åíèÿì. Êîíå÷íî, ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ìíîæåñòâà Φ ìîæíî ïîëó÷èòü
ôóíêöèþ x̄(·) (äàæå ãëàäêóþ), êîòîðàÿ âîîáùå íå äîïóñêàåò óêàçàííîé àïïðîêñèìàöèè. Ïðîâåðêà
ýòîãî ñâîéñòâà â ñîìíèòåëüíûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåò îáðàùåíèÿ ê òåîðèè èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð 5. ẋ = u, ẏ = F (t, x, z), ż = 〈x, V u〉,

x(0) = x(1), y(0) = y0, z(0) = z0, J = y(1) → inf .

Çäåñü x, u ∈ R2, F � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, V � ìàòðèöà ïîâîðîòà ïëîñ-
êîñòè íà óãîë π/2. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà çàäà÷è èìååò âèä (36) ñ U = R2.

Óñëîâèå (35) çäåñü ïðèâîäèò ê ñèñòåìå êðàòíûõ ìàêñèìóìîâ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ϕ(t, x, y, z):

ϕx1 + x2ϕz = 0, ϕx2 − x1ϕz = 0. (37)

Îíà ñîâìåñòíà, òàê êàê äîïóñêàåò ïîïîëíåíèå [32] óðàâíåíèåì ϕz = 0 (êîììóòàòîð [g1, g2] âåê-
òîðíûõ ïîëåé ñèñòåìû (37) ðàâåí g3 = (0, 0, 1), à êîììóòàòîðû [g1, g3], [g2, g3] óæå íå äàþò íîâûõ
óðàâíåíèé äëÿ ϕ). Ïîïîëíåííàÿ ñèñòåìà èìååò îáùåå ðåøåíèå ϕ = W (t, y), ãäå W � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ. Íåðàâåíñòâî (6) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

Wt + WyF (t, x, z) > 0 ∀(t, x, y, z). (38)

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

min
x,z

F (t, x, z) = m(t) = F (t, x̄(t), z̄(t)) ï.â. íà [0, 1],
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ãäå x̄, z̄ � íåêîòîðûå ôóíêöèè èç L∞. Ïîëîæèì

ȳ(t) = y0 +
∫ t

0
m(s)ds,

ϕ = W (t, y) = y − ȳ(t).

Òîãäà W óäîâëåòâîðÿåò (38), à ϕ ñèëüíî âîçðàñòàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè Φ = {ϕ} ȳ(1) ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì êîíöåâîé çàäà÷è (29), (30), à òðîéêà ν =

(
x̄(·), ȳ(·), z̄(·)) îêàçûâàåòñÿ àï-

ïðîêñèìèðóåìîé òðàåêòîðèåé íåêîòîðîãî èìïóëüñíîãî ïðîöåññà. Çàìåòèì, ÷òî F ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòû ν áûëè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè; îäíàêî èõ àïïðîêñèìàöèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ îáû÷íûõ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé. ¤

4. Ñëàáî ìîíîòîííûå L-ôóíêöèè è óëó÷øåíèå óïðàâëåíèÿ
Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (Ps) áåç îãðàíè÷å-
íèé íà òðàåêòîðèþ:

ẋ = f(t, x, u), u(t) ∈ U, t ∈ ∆, (39)
x(t0) = x0, J(u) = l

(
x(t1)

) → min,

ãäå îòðåçîê âðåìåíè ∆ := [t0, t1] çàôèêñèðîâàí. Ñîõðàíèì â ñèëå âñå ïðåäïîëîæåíèÿ è îáîçíà÷å-
íèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ çàäà÷è (P ).

Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ:

äëÿ äàííîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ū

íàéòè òàêîå äîïóñòèìîå óïðâëåíèå u∗, ÷òî
J(u∗) < J(ū).

(40)

Ýòà çàäà÷à â ïðèíöèïå ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ū íåîïòèìàëüíî â (Ps).
Ñëåäóÿ [45], îïèøåì íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è (40), îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè ñëàáî óáû-

âàþùèõ ôóíêöèé è ïîðîæäàåìîãî åþ ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ (ñòðàòåãèè). Äëÿ ýòîãî íàì äî-
ïîëíèòåëüíî ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè.

1) Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ϕ : ∆ × Rn → R íàçîâåì ñëàáî óáûâàþùåé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
(39), åñëè äëÿ ëþáîé ïîçèöèè (τ, ξ) ∈ (t0, t1)×Rn ñóùåñòâóåò å¼ ðåøåíèå x(·) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(τ) = ξ òàêîå, ÷òî ϕ

(
t, x(t)

)
óáûâàåò (â íåñòðîãîì ñìûñëå) íà îòðåçêå [τ, t1].

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîãî óáûâàíèÿ äàåòñÿ ïðîêñèìàëüíûì íåðàâåíñòâîì
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè [3]

h̄(t, x, p) 6 0 ∀ p = (pt, px) ∈ ∂P ϕ(t, x), ∀ (t, x) ∈ (t0, t1)× Rn.

Êàê è â ï. 3.1, ýòî íåðàâåíñòâî ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì â òî÷êàõ (t, x) ñ íåïóñòûì ñóïåðäèôôå-
ðåíöèàëîì.

2) Íàïîìíèì êîíöåïöèþ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ẋ = f
(
t, x, v(t, x)

)
ñ ðàçðûâíûì

ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì v(t, x) [3, 5, 46].
Ôóíêöèÿ v : ∆ × Rn → U íàçûâàåòñÿ ñòðàòåãèåé. Ïóñòü çàäàíû ñòðàòåãèÿ v è ñëåäóþùåå

ðàçáèåíèå îòðåçêà âðåìåíè ∆:

ρ := {t0 = θ0 < θ1 < . . . < θN+1 = t1}.
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Ýòîìó ðàçáèåíèþ è çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëîìàíóþ Ýéëåðà
xρ(·) êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋρ(t) = f(t, xρ(t), v(θi, xρ(θi))), x(t0) = x0,

t ∈ [θi, θi+1), i = 0, . . . , N

ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì.
Òîãäà ðåøåíèå Ýéëåðà ðàçðûâíîé ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, v(t, x)), x(t0) = x0 (41)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëþáîé ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîìàíûõ {xρk
} ïðè

ρk → 0, ãäå
ρk = diam(ρk) := max{θi+1 − θi | 0 6 i 6 N}.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìå (41) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ýéëåðà, èëè êîíñòðóêòèâíûõ
äâèæåíèé ïî òåðìèíîëîãèè èç [46].

3) Äëÿ äàííîãî óïðàâëåíèÿ ū âûáåðåì íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë

ω(u) = g1(x(t1)) +
∫

∆

g(t, x(t), u(t))dt,

â êîòîðîì {
g1(x) > 0 íà Rn, g(t, x, u) > 0 íà ∆× Rn × U,

ω(ū) = 0, ω(u) > 0 ∀ äîïóñòèìûõ u(·) 6= ū(·), (42)

ôóíêöèè g1, g íåïðåðûâíû è g(t, ·, u) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ðàâíîìåðíî ïî (t, u) ∈ ∆ × U . ßñíî,
÷òî ū ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ω íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Ôóíêöèîíàë ω ñî ñâîéñòâàìè (42) íàçîâåì ïîðÿäêîì äëÿ óïðàâëåíèÿ ū. (Ñð. ýòîò øàã èçëî-
æåíèÿ ñ ï. 2.2.) Äëÿ ÿñíîñòè â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ïîðÿäîê

ω1(u) =
1
2
|x(t1)− x̄(t1)|2 +

1
2

∫

∆

|x(t)− x̄(t)|2dt.

4) Îïðåäåëèì òåïåðü âîçìóùåííûé öåëåâîé ôóíêöèîíàë

Jαω(u) = J(u)− J(ū) + αω(u), α > 0.

×åðåç (Pαω) îáîçíà÷èì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Jαω(u) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ çàäà÷è (Ps).
Ïåðåõîä ê çàäà÷å (Pαω) � ýòî âàæíûé ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ óëó÷øàþùåãî óïðàâëåíèÿ.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå Nω íàçîâåì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ïîðÿäêà ω äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ū:

Óñëîâèå Nω. Äëÿ ëþáîãî α > 0 óïðàâëåíèå ū îïòèìàëüíî â çàäà÷å (Pαω).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u∗ è ÷èñëî α > 0 òàêèå, ÷òî

Jαω(u∗) < Jαω(ū), òî
J(u∗)− J(ū) < −αω(u∗) < 0

(ñëó÷àé α = 0 òðèâèàëåí). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ Nω óïðàâëåíèå ū ìîæåò áûòü
óëó÷øåíî ïî öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó ñ îöåíêîé ïîðÿäêà ω.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïîðÿäîê ω õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íàðóøåíèÿ ìèíèìóìà óïðàâëåíèåì ū
â çàäà÷å (Ps).
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5) ×òîáû çàïèñàòü çàäà÷ó (Pαω) â ôîðìå Ìàéåðà, ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå

ẏ = g(t, x, u), y(t0) = 0. (43)

Òîãäà, î÷åâèäíî,

ω(u) = g1(x(t1)) + y(t1),
Jαω(u) = J(u)− J(ū) + α(g1(x(t1)) + y(t1)).

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ L-ôóíêöèÿ äëÿ çàäà÷è (Pαω) èìååò âèä

Wα(t, x, y) = ϕ(t, x) + αy

è ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ϕ è ïàðàìåòðîì α. Ïîýòîìó óñëîâèå ñëàáîãî óáûâàíèÿ Wα

â äîïîëíåííîé ñèñòåìå (39), (43) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

h̄α(t, x, ∂P ϕ(t, x)) 6 0 íà (t0, t1)× Rn, (44)

ãäå h̄α � ðàñøèðåííûé íèæíèé ãàìèëüòîíèàí äëÿ çàäà÷è (Pαω). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó h̄α > h̄,
òî ëþáàÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (44), áóäåò ñëàáî óáûâàþùåé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (39). Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íåðàâåíñòâî (44) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

ϕ(t1, x) > l(x)− l(x̄(t1)) + αg1(x) íà Rn. (45)

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îäèí èç âîçìîæíûõ îòâåòîâ ê çàäà÷å (40). Ïóñòü ω(u)
åñòü ïîðÿäîê äëÿ óïðàâëåíèÿ ū òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

(
f(t, x, U)
g(t, x, U)

)

âûïóêëî ïðè âñåõ (t, x) ∈ ∆ × Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α > 0 è ëþáîãî ëîêàëüíî ëèïøèöå-
âîãî ðåøåíèÿ ϕα íåðàâåíñòâà (44) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (45) íàéäåòñÿ ñòðàòåãèÿ ṽ(t, x) ñ òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå Ýéëåðà (x̃, ỹ) íà÷àëüíîé çàäà÷è

ẋ = f(t, x, v(t, x)), x(t0) = x0,

ẏ = g(t, x, v(t, x)), y(t0) = 0
(46)

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

l(x̃(t1))− J(ū) 6 ϕα(t0, x0)− α(g1(x̃(t1)) + ỹ(t1)). (47)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ê çàäà÷å (Pαω) òåîðåìó 8.1 èç [3], èëè æå òåîðåìó
12.3 èç [5]. Ìû îïóñêàåì äåòàëè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ýòà òåîðåìà ìîæåò äàâàòü ðåøåíèå çàäà÷è óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ (40).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñòðàòåãèÿ ṽ íåïðåðûâíà. Òîãäà x̃ � îáû÷íîå ðå-

øåíèå Êàðàòåîäîðè ñèñòåìû (41). Ïîëàãàÿ ũ(t) = ṽ(t, x̃(t)), u∗(t) = ũ(t), t ∈ ∆, ïîëó÷èì ïðîöåññ
σ∗ = (x∗(t) = x̃(t), u∗(t)), äîïóñòèìûé â çàäà÷å (Ps), äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî (47) ïðèíèìàåò
âèä

J(u∗)− J(ū) 6 ϕα(t0, x0)− αω(u∗) < 0,

åñëè òîëüêî ϕ(t0, x0) 6 0, α > 0 è u∗(·) 6= ū(·). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëåíèå u∗ ¾ëó÷øå¿ ū.
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Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè ëîìàíóþ Ýéëåðà xρ, äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê x̃
â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(∆,Rn), è ñîîòâåòñòâóþùåå êóñî÷íî ïîñòîÿííîå äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå uρ òàêèå, ÷òî âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî

J(uρ)− J(ū) 6 ε + ϕα(t0, x0)− αω(uρ). (48)

Óìåíüøàÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïàðàìåòð α > 0, ìîæíî ïûòàòüñÿ äîáèòüñÿ íåðàâåíñòâà
J(uρ) < J(ū) è òåì ñàìûì ðåøèòü çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ (40) ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ u∗ = uρ.

Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó íàçîâåì óëó÷øåíèåì óïðàâëåíèÿ ñ îöåíêîé ïîðÿäêà ω. Åñëè óëó÷øåíèÿ
óïðàâëåíèÿ ū íåëüçÿ äîáèòüñÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ū óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ
îïòèìàëüíîñòè ïîðÿäêà ω. Ïðè ω ≡ 0 èëè α = 0 òåîðåìà 4 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé; â ýòîé
ñèòóàöèè áóäåì ãîâîðèòü îá óëó÷øåíèè ñ îöåíêîé íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Âàæíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ ṽ ñòðîèòñÿ êîíñòðóêòèâíî ñ ïîìîùüþ ïðîêñèìàëüíîãî (èëè ýêñòðåìàëü-
íîãî) ïðèöåëèâàíèÿ óïðàâëåíèÿ äîïîëíåííîé ñèñòåìû (39), (43) íà ìíîæåñòâî

Z = {(t, x, y) ∈ ∆× Rn × R+ | ϕα(t, x) + αy 6 ϕα(t0, x0)}
(ñì. [3, 5, 46]). Â ïðîñòåéøåì ãëàäêîì ñëó÷àå ṽ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

ϕα
x(t, x) · f(t, x, v) + αg(t, x, v) → min, v ∈ U. (49)

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè (47), (48) íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè; â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ íåïîñðåäñòâåííîå íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ Ýéëåðà x̃ ñèñòåìû (46) (èëè ïîäõîäÿùåé ëîìàíîé
Ýéëåðà xρ) ñ âû÷èñëåíèåì l(x̃(t1)) (l(xρ(t1)) = J(uρ)) äàåò ëó÷øóþ îöåíêó ðàçíîñòè l(x̃(t1)) −
− J(ū) (l(xρ(t1)) − J(ū)) è ìîæåò ïðèâîäèòü ê óëó÷øåíèþ ū, äàæå åñëè îöåíêè (47), (48) åãî íå
ãàðàíòèðóþò.

Ï ð è ì å ð 6. ẋ = u, x(0) = 0, |u| 6 1, J(u) = x3(1) → min. Â ýòîé íåâûïóêëîé çàäà÷å óïðàâ-
ëåíèå ū ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ýêñòðåìàëüþ Ïîíòðÿãèíà, õîòÿ îíî ÿâíî íåîïòèìàëüíî. Âîçüìåì
ω ≡ 0. Òîãäà

hα = h = −|ψ| 6 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ϕ = ϕα(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (44). Ïîëîæèì
ϕ(x) = l(x) = x3. Òîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (45) âûïîëíåíî â ôîðìå ðàâåíñòâà, è îöåíêà (47)
ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

l(x̃(t1))− J(ū) = l(x̃(t1)) 6 0.

Îíî ãîâîðèò ëèøü î âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, íî íå ãàðàíòèðóåò åãî. Â òî æå
âðåìÿ èç óñëîâèÿ (49) íàõîäèì ãëàäêóþ ñòðàòåãèþ ṽ(x) ≡ −1 ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèåé
x̃(t) = −t, äëÿ êîòîðûõ J(ṽ) = −1 < 0 = J(ū). Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå u∗ = ṽ(x̃(t)) óëó÷øàåò
ū è â äåéñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëüíî. ¤

Ýòîò ïðèìåð ïîäñêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà (47) ìîæåò áûòü óëó÷øåíà, åñëè â åå ïðàâóþ ÷àñòü
äîáàâèòü ñëàãàåìîå

∫

∆

Ẇ
(
t, x̃(t), ỹ(t)

)
dt

(
=

∫

∆

[
ϕ̇α

(
t, x̃(t)

)
+ α ˙̃y(t)

]
dt

)
,

íåïîëîæèòåëüíîå â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè W âäîëü (x̃, ỹ).
Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå âñå èçâåñòíûå ìåòîäû óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà

ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà [13, 27, 28], íåýôôåêòèâíû èç-çà
îñîáåííîñòè ū è ñïåöèôèêè ôóíêöèîíàëà.

Ï ð è ì å ð 7. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, ëèíåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ:

ẋ = A(t, u)x + b(t, u), u(t) ∈ U, (50)
x(t0) = x0, J(u) = cx(t1) → min .
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Çäåñü ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ A(t, u) è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ b(t, u) íåïðåðûâíû, c ∈ Rn.
Ïóñòü ū � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, à x̄ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû

(50). Ââåäåì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó

ψ̇ = −A(t, u)T ψ, ψ(t1) = −c,

è ïóñòü ψ(·) � å¼ ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ū. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ L-ôóíêöèþ

ϕ(t, x) = ψ(t)(x̄(t)− x).

Äëÿ íåå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (50) èìååò âèä

ϕ̇(t, x) = H(t, x, ψ(t), ū(t))−H(t, x, ψ(t), u),

è
min
u∈U

ϕ̇(t, x) = H(t, x, ψ(t), ū(t))−H(t, x, ψ(t)) 6 0. (51)

Ïîýòîìó ϕ ñëàáî óáûâàåò. Êðîìå òîãî,

ϕ(t1, x) = cx− J(ū)

è, åñëè ñ÷èòàòü ω ≡ 0, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (45) âûïîëíèòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ïîëîæèòü ϕα = ϕ. Òîãäà ñòðàòåãèÿ ṽ(t, x) îïðåäåëèòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè (49), ò.å.
â ñèëó (51)

ṽ(t, x) ∈ Argmax
u∈U

H(t, x, ψ(t), u). (52)

Ïîñêîëüêó íà ëþáîé ýéëåðîâñêîé êðèâîé x̃ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 èìååì ϕ(t0, x̃(t0)) =
= 0, òî îöåíêà (47) ïðèíèìàåò âèä

l(x̃(t1)) 6 J(ū).

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (51), (52) îíà ãàðàíòèðóåò óëó÷øåíèå íóëåâîãî ïîðÿäêà, åñëè òîëüêî óïðàâëå-
íèå ū íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì, ò.å. íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Äëÿ
ýêñòðåìàëüíîãî ū óëó÷øåíèå íå ãàðàíòèðóåòñÿ, íî âîçìîæíî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñè-
ñòåìà (41) ñ v = ṽ(t, x) äîïóñêàëà ðåøåíèÿ Ýéëåðà, îòëè÷íûå îò x̄ (èìåþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèìåðû).

Â äàííîì ïðèìåðå óëó÷øåíèå íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî ñõåìå òåîðåìû 4 ïðèâîäèò ê îäíîé èç èç-
âåñòíûõ íåëîêàëüíûõ ïðîöåäóð óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ [28], êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà ñîâåðøåííî
èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, íå ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñëàáî ìîíîòîííûõ L-ôóíêöèé. Ýòà ñèòóà-
öèÿ äîâîëüíî òèïè÷íà: âñå èçâåñòíûå íàì ìåòîäû óëó÷øåíèÿ óêëàäûâàþòñÿ â ñõåìó òåîðåìû 4 ñ
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè âèäà

ϕα(t, x) = ψ(t)(x̄(t)− x) +
1
2
(x̄(t)− x,R(t)(x̄(t)− x)),

â êîòîðûõ ψ(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî äîïîëíåííîé ñèñòåìû
(39), (43), à ìàòðèöà R(t) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåðàâåíñòâó èëè óðàâíåíèþ òèïà Ðèêêàòè.

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷íîé îáùíîñòè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû óëó÷-
øåíèÿ óïðàâëåíèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå äîêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè, áàçèðóþùèåñÿ íà ñèëüíî ìîíîòîííûõ ãëàä-
êèõ ðåøåíèÿõ íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ íåëèíåéíûõ, íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè. Ïðåäñòàâëÿ-
åò èíòåðåñ ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà çàäà÷è ñ îáùèìè êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à
òàêæå íà çàäà÷è ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ìåòîä óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùèé ñëàáî ìîíîòîííûå ðåøåíèÿ íåðà-
âåíñòâà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, æåëàòåëüíî äîâåñòè äî ðåàëèçóåìîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà õîòÿ
áû äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ êîíöåâûå îãðàíè÷åíèÿ.

Êîíå÷íî, âñå ýòè îáîáùåíèÿ îñòàíóòñÿ áåç ïðèëîæåíèé, åñëè íå ïîëó÷àò äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ
êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ è óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
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Dykhta V.A. Hamilton�Jacobi inequalities in the optimal control theory: smooth duality and control
improvement. For classical optimal control problem with terminal constraints, new variants of the Caratheodory
and Krotov types global necessary and su�cient optimality conditions are proposed and compared. In a spirit
of so-called Hamilton-Jacobi canonical optimality theory, these conditions are obtained by using some sets of
strongly monotone solutions to the corresponding Hamilton-Jacobi inequality and have forms of duality relations
between the optimal control problem and an extremal problems on the sets of strongly monotone Lyapunov
type functions. A control improvement procedure is proposed using the Hamilton-Jacobi inequality for weakly
monotone functions and the method of proximal (or extremal) aiming.

Key words: monotone Lyapunov type functions; Hamilton-Jacobi inequalities; global optimality conditions;
smooth duality; control improvement.

ÓÄÊ 519.83

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÒÅÎÐÈÈ ÍÅÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÈÃÐ

c© À.Ô. Êëåéìåíîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåàíòàãîíèñòè÷åñêàÿ ïîçèöèîííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà; ñòðàòåãèè;
äâèæåíèÿ; ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ïî Íýøó; íåóëó÷øàåìîå ïî Ïàðåòòî ðåøåíèå; ðåøåíèå ïî
Øòàêåëüáåðãó.
Ïðèâåäåíû îñíîâíûå èäåè è ðåçóëüòàòû òåîðèè íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ ïîçèöèîííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãð.

1. Äèíàìèêà.
Ïóñòü äèíàìèêà óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ =
m∑

i=1

fi (t, x, ui) , m > 2 (1)

x ∈ Rn, t ∈ [t0, ϑ] , ui ∈ Pi ∈ compRpi ,

x(t0) = x0,

ãäå óïðàâëåíèå ui ïîä÷èíåíî i-îìó èãðîêó. Ïóñòü çàäàíû l ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà âèäà

Ii = σi(x(ϑ)), i = 1, ...m (2)

ãäå l 6 m.
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