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Проводится математическое моделирование явле-

ний бифуркации тонких металлических покрытий, же-

стко скрепленных с толстостенным полимерным слоем. 

Свойства полимерного материала описываются нели-

нейной теорией термовязкоупругости, учитывающей 

необратимые изменения его механических характери-

стик, включая процессы старения. Полученные число-

вые результаты сравниваются с экспериментальными 

данными [1] и приведенными там расчетами. 

1. Введение. При создании конструкций с исполь-

зованием нанотехнологий существенное значение 

имеют соответствующие математические модели, по-

зволяющие объяснять и обобщать результаты тщатель-

но проводимых и зачастую дорогостоящих экспери-

ментов. В работе [1] описаны опыты, в которых на-

блюдались явления потери устойчивости тонких (от 4 

до 42 нм) платиновых покрытий, нанесенных методом 

ионного напыления на полимерные подложки с толщи-

ной от 100 до 500 мкм. Выпучивание вызывалось де-

формацией подложки при различных температурах и 

скоростях деформирования последней. 

Анализ, проведенный в указанной работе, основы-

вался на линейно упругих моделях покрытия и под-

ложки. Ниже проблема устойчивости покрытия рас-

сматривается в предположении, что подложка является 

вязкоупругой, а покрытие может быть упругим или 

упругопластическим. 

2. Выбор математической модели, описывающей 

бифуркацию тонкого покрытия. Для получения ана-

литического решения задачи устойчивости, удобного 

для последующего анализа, допустим, что выпучива-

ние покрытия происходит так же, как выпучивание 

балки, связанной с вязкоупругим основанием. Это 

предположение оправдывается отношениями толщин 

покрытия h и подложки H: h/H  1/12500, а также соот-

ветствующих модулей упругости E1 и E: E1/E  13000. 

Уравнение сжато-изогнутой упругопластической 

балки можно записать в виде: 

 

     
.0II

1
IV

11  qhwIwK                                 (1) 

Здесь  11 K  – модуль Кармана [2]; I – погонный мо-

мент инерции сечения балки, равный h3/12; w – ее про-

гиб; римские цифры в скобках указывают на порядок 

дифференцирования по координате, идущей вдоль оси 

балки; q – нормальная реакция вязкоупругого основа-

ния. Функция  11 K  выражается через сжимающее 

напряжение в покрытии 1  по формуле: 

 

    иukkk dedEEEEEK /     ,4
2

1111  ,  (2) 

 

где uu ded  – производная интенсивности напряже-

ний по интенсивности деформаций, зависящая от 1 . 

При упругих деформациях   111 EK  . 

Наблюдаемая после потери устойчивости форма по-

крытия была близка к синусоидальной. Ее можно опи-

сать уравнением (1), если считать, что q меняется про-

порционально w. Для определения коэффициента про-

порциональности введем декартовую систему координат 

x, y, z, в которой ось y идет по плоской границе покрытия 

и подложки, ось x перпендикулярна к границе и направ-

лена в сторону подложки, а ось z соответствует направ-

лению растяжения с постоянной и одинаковой скоро-

стью деформации покрытия и подложки. Из-за разности 

коэффициентов Пуассона двух материалов тонкий слой 

сжимается и при критической величине сжатия мгно-

венно переходит в волнообразное состояние. 

Величина 1  определяется из расчета докритиче-

ского напряженного состояния покрытия, меняющего-

ся во времени t, а w соответствует вариации прогиба в 

момент потери устойчивости tkp. Условия контакта 

представляются равенствами: 
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где u и xx – вариации соответственно перемещения и 

нормального напряжения подложки вдоль оси x в мо-
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мент tkp. Для установления связи между xx и u вос-

пользуемся уравнениями состояния материала подлож-

ки и уравнением равновесия, связывающим xx с ва-

риацией касательного напряжения xy. Знания этих 

величин достаточно для решения задачи бифуркации, 

поэтому ограничимся только их представлениями через 

вариации деформаций xx и xy подложки. 

Следуя одному из вариантов нелинейной теории 

термовязкоупругости, получим: 
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Здесь R и R – ядра сдвиговой и объемной релаксации; 

 и  – вариации объемной деформации и среднего 

напряжения; (t) – функция, зависящая от температуры 

T(t) и параметра накопленных повреждений A(t). В 

частности, (t) учитывает старение материала. В урав-

нениях (4) пренебрегалось изменением температуры в 

момент бифуркации, что соответствует физической 

постановке задачи. 

Для нахождения 1(t) необходимо применять урав-

нения указанной теории, связывая докритические на-

пряжения и деформации при 0  t  tkp. Считая равными 

нулю вариации всех напряжений кроме xx и xy, из 

уравнений (4) получим: 
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Здесь  и  – ядра сдвиговой и объемной ползучести, 

 – ядро-резольвента первого из уравнений (5). 

Пренебрегая при вычислении xx и xy вариациями 

всех перемещений кроме u и задавая последнюю в виде: 
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где  – искомая длина волны изогнутого покрытия, из 

(4) и (5) с учетом (6) получим: 
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Определить функцию ux(x) можно, подставив вы-

ражения (7) в уравнение равновесия и проинтегриро-

вав его, считая (tkp) функцией tkp и x. Делается это в 

общем случае численно, однако при однородной тем-

пературе, как это было в опытах [1], и при осреднен-

ном по объему подложки параметре поврежденности 

функция (tkp) оказывается постоянной, что позволяет 

найти аналитическое решение задачи. Рассмотрим 

этот случай. 

3. Решение при упругом деформировании по-

крытия. Полагая   111 EK   и обозначая 

    ,0 EHtkp       GRtkp 0 , Nh 1 , приходим 

к упругой постановке задачи, рассмотренной в [1]. Ис-

пользуя полученные там выражения, запишем решение 

задачи бифуркации при вязкоупругой подложке и уп-

ругом покрытии: 
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Здесь 
*
kp  – длина волны, при которой реализуется 

минимум критического напряжения  kpt1 . Этот ми-

нимум соответствует большому числу гармоник по 

длине покрытия, что исключает влияние граничных 

условий. Значение (0) можно представить в виде: 

 

          .0600090   RRRRH                          (9) 

 
Экспериментальные исследования полимерных ма-

териалов показывают, что функция (t) убывает с рос-

том температуры и ростом параметра поврежденности. 

Последний является неубывающей функцией времени 

для всех процессов нагружения [3]. Следовательно, 

выражения (8) указывают на возрастание длины волны 

и уменьшение критического напряжения при росте 

температуры и уменьшении скорости деформирования 

подложки, когда возрастает время достижения задан-

ного уровня деформации. Эти выводы хорошо согла-

суются с опытными данными работы [1] (см. рис. 3 и 

рис. 4 для случая h = 3,8 нм, T = 90 С). Заметим, что 

при (t)  1 указанные эффекты не могли быть объяс-

нимы. Это свидетельствует о необходимости примене-

ния более сложных моделей подложки, чем даваемые 

линейными теориями упругости и вязкоупругости. 

Первое из выражений (8) является уравнением для 

определения tkp и соответствующего значения критиче-

ского напряжения  kpt1 , а второе позволяет найти 

*
kp , которое можно сравнить с данными опытов. 

4. Решение при пластическом деформировании 

покрытия. При определенных жесткостях покрытия и 

подложки выражение  kpt1  может превышать предел 

текучести покрытия s.  В  таких  случаях    111 EK   
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Рис. 1. Деформирование поперечного сечения образца 

 

Рис. 2. Распределение напряжений yy и xy по ширине образца 

 

и нахождение 
*
kp  должно вестись из условия мини-

мума неявной функции 1, определяемой уравнением 

(1). Выполнив соответствующие операции, получим: 
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Первое из соотношений (10) является уравнением 

для нахождения tkp и  kpt1 , а второе определяет дли-

ну волны в момент выпучивания покрытия. 

При линейном упрочнении материала, если  
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Сравнение выражений (8) и (10) показывает умень-

шение длины волны при пластическом деформировании 

покрытия по сравнению со случаем упругих деформа-

ций, так как   111 EK  . По мере роста растягивающих 

деформаций вдоль оси z пластичность покрытия увели-

чивается и одновременно возрастают сжимающие де-

формации в поперечном направлении. Это приводит к 

сокращению наблюдаемых длин волн после потери ус-

тойчивости, что необходимо учитывать при анализе 

экспериментальных результатов (см. рис. 8 работы [1]). 

При расчете пластических деформаций коэффициент 

Пуассона покрытия постепенно возрастает, приближаясь 

к аналогичному коэффициенту подложки, поэтому 

уменьшение  происходит в ограниченных пределах. 

 

 

 

 

5. Численный анализ однородности докритиче-

ского напряженного  состояния  покрытия.  Исполь-

зованная выше математическая модель бифуркации 

покрытия существенно опиралась на допущение об 

однородности его докритического напряженного со-

стояния. Проведем проверку этого допущения для 

двухслойного образца, описанного в работе [1]. Для 

простоты примем подложку упругой, поскольку ее 

вязкость слабо влияет на зависимость напряжений от 

пространственных координат. Объектом расчета являл-

ся двухслойный образец со следующими геометриче-

скими и жесткостными параметрами: модуль Юнга 

материала покрытия (платина) E1 = 1,5105 МПа; коэф-

фициента Пуассона материала покрытия 1 = 0,36; 

толщина покрытия h = 40 нм; модуль Юнга материала 

подложки (каучук НК) E = 0,8 МПа; коэффициента 

Пуассона материала подложки  = 0,4999; толщина 

подложки H = 500 мкм; полуширина образца W = 3 мм. 

Расчет обобщенного плоско-деформированного со-

стояния образца проводился методом конечных элемен-

тов. Деформации в направлении оси z принимались оди-

наковыми для покрытия и подложки. Для расчетов ис-

пользовалась регулярная сетка плоских изопараметриче-

ских конечных элементов второго порядка, имеющая 98 

разбиений по полуширине образца (в направлении оси y) 

и 32 разбиения по толщине образца. Покрытие аппрок-

симировалось двумя, а подложка – тридцатью слоями 

конечных элементов. На рис. 1 показано деформирова-

ние поперечного сечения образца при его растяжении в 

направлении оси z до деформации 0 = 10 %. 

На рис. 2 изображены распределения напряжения 

yy на скрепленной (x = 0) и свободной (x = h) поверхно-

стях покрытия, а также распределение сдвигового кон-

тактного напряжения xy по ширине образца. Для норми-

ровки напряжений yy и xy использовались соответствен-

но величины 0 и 0, определяемые следующим образом: 
 

0  = (1 – )0EH/h; 0  =0h/W. 
 

Как видно из рис. 2, неоднородность напряженного 

состояния покрытия имеет вид краевого эффекта. Дли-

на зоны краевого эффекта составляет приблизительно 

20 % от полуширины образца. При этом максимальная 

величина сжимающего напряжения в покрытии дости-

гается в средней по ширине части образца, где напря-

женное состояние является практически однородным. 

Этот результат обосновывает принятый подход к ре-

шению задачи о бифуркации покрытия. 
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