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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Рассматривается единственность слабого решения 

начально-краевой задачи для гиперболического урав-

нения второго порядка с распределенными параметра-

ми на произвольном ориентированном графе. Такие 

решения определяются с помощью интегральных тож-

деств, заменяющих собой уравнения, начальные и гра-

ничные условия. Полученные результаты являются 

основополагающими при исследовании задач опти-

мального управления колебаниями сетеподобных про-

мышленных конструкций. 

Центральная идея, определившая все содержание 

настоящей статьи, состоит в применении используе-

мых в [1, с. 146, 196] подходов к анализу таких задач и 

обобщении известных классических утверждений об 

однозначной разрешимости начально-краевых задач. 

Данная работа является продолжением исследова-

ния существования слабого решения начально-краевой 

задачи для гиперболического уравнения второго по-

рядка с распределенными параметрами на произволь-

ном ориентированном графе [2–3]. 

 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Используются обозначения, принятые в работах [4–

5]: ребра   графа 
 
имеют одинаковую длину и па-

раметризованы отрезком [0,1] ;   – множество 

граничных узлов  ,  J  – множество внутренних   

узлов графа  ; 0  – объединение всех ребер, не 

содержащих концевых точек;  TT ,00   

  tt ,00  ,  TT ,0    tt ,0 .  

Обозначим через  2L  пространство функций, 

интегрируемых с квадратом на   (аналогично вводит-

ся пространство  TL 2 ,  1,0T );  1
2W  – 

пространство функций из  2L , имеющих 

обобщенную производную 1-го порядка также из 

 2L ;  TW 1
2  – пространство функций из  TL 2 , 

имеющих обобщенные производные первого порядка 

из  TL 2 ;  TL 1,2  – пространство функций из 

 TL 1  с нормой 
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Рассмотрим билинейную форму 
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с фиксированными измеримыми ограниченными на 0  

коэффициентами )(xa , )(xb . Обозначим через 

),(  a  множество непрерывных во всех внутренних 

узлах  J  функций )(xu  из класса  1
2W , для ко-

торых сужение 
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  J  (здесь  R  – множество ребер, 

ориентированных «к узлу  »;  r  – множество ребер 

ориентированных «от узла  »; через )(u  обозначено 

сужение функции )(u  на ребро  ). Замыкание 

),(  a  в норме  1
2W  обозначим через  ,1

2 aW . 

Пусть далее ),(1 Ta   – множество функций 

 TWtxu  1
2),( , чьи следы определены на сечениях 

области T  плоскостью 0tt   (  Tt ,00 ) как 

функции класса  ,1
2 aW  и удовлетворяют 

соотношениям 


dx
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 для всех узлов   J . 

Замыкание множества ),(1 Ta   в норме  TW 1
2  

обозначим через  TaW ,1
2 . Множество  TaW ,ˆ 1

2  

состоит из элементов  TaW ,1
2 , равных нулю при 

Tt  . Замыкание в норме  1
2W  множества функций 

из  , равных нулю во всех узлах  , обозначим 

через  ,1
0,2 aW .  

 

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

В пространстве  TaW ,1
2  изучается третья краевая 

задача, граничные условия которой сведены к одно-

родным: 
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здесь ,0,const      ,)( 1
2 aWx , 

  2)( Lx ,  TLtxf  1,2),( . Для коэффициентов 

 xa  и  xb  справедливы предположения  
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Определение 1. Обобщенным решением класса 

 TW 1
2  краевой задачи (1)–(3) называется функция 

 TWtxu  1
2),( , равная  x  при t = 0 и удовлетво-

ряющая интегральному тождеству 

 

   
 

   
     































Т

dxdttxtxuxb
x

tx

x

txu
xa

t

tx

t

txu
,,

,,,,  

            
 



TT

dxdttxtxfdxxxdxdttxtxu ,,0,,,   (5) 

 

при любых       0,,,, 1
2  TxГаWtx Т . 

Теорема 1. Для любых   ,)( 1
2 aWx , 

  2)( Lx ,  TLtxf  1,2),(  и при выполнении 

предположений (4) начально-краевая задача (1)–(3) 

имеет обобщенное решение из  TaW ,1
2 . 

Здесь не приводится доказательство теоремы, 

полное доказательство можно найти в [3, с. 22]. 

Теорема 2. В предположениях теоремы 1, началь-

но-краевая задача (1)–(3) имеет не более одного обоб-

щенного решения из пространства  TaW ,1
2 . 

Доказательство. Пусть задача (1)–(3) имеет два 

обобщенных решения  TaWuu  ,, 1
221 , тогда их 

разность 21 uuu   принадлежит  TaW ,1
2  и удов-

летворяет тождеству (5) с 0f  и при t = 0 обра-

щается в нуль. Возьмем в этом тождестве 
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Далее в силу (4) 
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Для почти всех x  справедливо 
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В силу оценки (9), последнее неравенство примет 

вид: 
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упростив, перенесем правую часть налево 
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Полученное неравенство умножим на 
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Второе слагаемое интегрируем по частям: 
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Выполняя подстановку, учитываем, что   00, xu , 

приходим к неравенству: 
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Отсюда следует равенство нулю на   всех слагае-

мых, т. е. 0),(2 txu , 
 

0
0,






x

x
 и   00,  x . Учи-

тывая произвольность выбора  T,0  получаем 

0),( txu  почти всюду на T . Теорема доказана. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Доказана единственность слабого решения третьей 

начально-краевой задачи для уравнения гиперболиче-

ского типа с распределенными параметрами на ориен-

тированном ограниченном графе, граничные условия 

которой сведены к однородным. Представленные ре-

зультаты являются основополагающими в задачах оп-

тимального управления эволюционными системами на 

сетях [7–8] и анализе сетевых коммерческих математи-

ческих моделей [9–10]. 
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