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Предложен метод восстановления производной, построенный на основе численного ре-
шения неклассического интегрального уравнения Вольтерра I рода.

Удобным математическим аппаратом моделирования развивающихся динамических си-
стем, элементы которых принадлежат разным возрастным группам, являются интеграль-
ные уравнения Вольтерра I рода вида

n∑

i=1

ai−1(t)∫

ai(t)

Ki(t, s)x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ], (1)

где a0(t) ≡ t > a1(t) > · · · > an(t) ≡ 0, a′i(t) > 0, a′1(0) < 1, ai(0) = 0 ∀i , Ki(t, s) –
коэффициенты эффективности функционирования элементов x(s) i -ой возрастной группы
Gi ( x(s) ∈ Gi , если t− s ∈

[
t− ai−1(t), t− ai(t)

)
); y(t) – интегральный показатель уровня

развития системы [1], [2]. В частности, при ai(t) = αit , 1 = α0 > α1 > · · · > αn = 0 ,
Ki(t, s) = βi = const уравнение (1) имеет вид

n∑

i=1

βi

αi−1t∫

αit

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ]. (2)

Хорошо известно, что метод разделенных разностей, а также эквивалентный ему соот-
ветствующий метод квадратур численного решения классического уравнения Вольтерра I
рода с единичным ядром порождают саморегуляризующий алгоритм восстановления про-
изводной, в котором роль параметра регуляризации играет шаг сетки, согласованный с
уровнем погрешности исходных данных [3]. Аналогичный подход применительно к (2) и
является предметом исследования в данной работе.

Положим в (2) n = 2 , β1 = 1 , β2 = const , α2 = 0 , так что (1) дает

t∫

0

x(s)ds+ γ

αt∫

0

x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ], γ = β2 − 1, α = α1 ∈ (0, 1). (3)

При γ = 0 (α = 0 ) решением (3) , если y(t) ∈ C
(1)
[0,T ] и y(0) = 0 , является y′(t) . В

[4] изложен модифицированный метод левых прямоугольников численного решения (2) ,
имеющий первый порядок сходимости по шагу сетки. Применительно к (3) этот метод
сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений

h
i−1∑

j=0

xhj + hγ

[αi]−1∑

j=0

xhj + hγ(αi− [αi])xh[αi] = yi, i = 1, N, (4)
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где h = T
N , yi = y(ih) , xhi – сеточная аппроксимация y′(ih) , [·] – целая часть числа.

Программная реализация (4) описана в [5]. Если вместо y(t) задана функция ỹ(t) такая,
что

max
t∈[0,T ]

|y(t) − ỹ(t)| 6 δ,

то вместо (4) имеем

h

i−1∑

j=0

x̃hj + hγ

[αi]−1∑

j=0

x̃hj + hγ(αi− [αi])x̃h[αi] = ỹi, i = 1, N. (5)

Погрешность сеточного решения (5) (обозначим его x̃h,α,γ )

ε̃h,α,γ , max
i=0,[T

h
]

∣∣∣y′(ih) − x̃h,α,γi

∣∣∣

имеет три составляющих. Первую дает погрешность метода квадратур; вторая обусловле-
на введением дополнительного слагаемого в (3) ; третья отражает влияние погрешности
исходных данных.

Расчеты, проведенные для ряда тестовых примеров по программе [5], позволили про-
анализировать характер взаимодействия этих составляющих и выработать некоторые ре-
комендации по применению алгоритма (5) .

Рассмотрим, например, задачу восстановления производной от функции y(t) = t2

2 на
отрезке [0, 1] . При фиксированном δ зададим «пилообразное» возмущение:

ỹi =
ih2

2
+ (−1)iδ.

Как известно [3], выбор шага стандартного метода левых прямоугольников ( γ = 0 ) h(δ) ≍
δ1/2 обеспечивает оценку ε̃h = O(δ1/2) , которую хорошо иллюстрирует таблица 1 (при
уменьшении δ в 100 раз оптимальный шаг h̃опт и соответствующая погрешность ε̃опт
уменьшаются в 10 раз). Оптимизация дополнительных параметров α и γ сохраняет асимп-

Таблица 1

δ 10−1 10−2 10−3

h̃опт 0,631944 0,201388 0,0625

ε̃h,0,0 0,632456 0,2 0,06325

тотику h(δ) и ε̃h(δ) в общем случае неизменной, однако алгоритм (5) позволяет, например,
при фиксированном δ и h = 1

2 получить численное решение с любой требуемой точностью
за счет «тонкой» настройки α и γ (см. таблицу 2).

Таблица 2

γ α ε̃1/2,α,γ

60,0 0,51 0,001582

600,0 0,501 0,000166

6000,0 0,5001 0,000017

Этот эффект может быть распространен на большее число узлов сетки за счет выбора
в (2) n > 2 .
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УДК 351.814

ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КАК МЕТОД
ПОИСКА ОПТИМАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ КОНТРАКТА, ОСНОВАННОГО

НА ПОКАЗАТЕЛЯХ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

c© М.Р. Асадуллин, П.М. Симонов

Ключевые слова: контракт, основанный на показателях деятельности; экономико-
математическая модель эксплуатации парка двигателей; постановка задачи поиска оп-
тимальных условий контракта основанного на показателях деятельности.
В статье описан положительный зарубежный опыт применения контрактов, основан-
ных на показателях деятельности, на послепродажное обслуживание авиационной тех-
ники. Приведены результаты моделирования эксплуатации парка двигателей по тради-
ционным контрактам, проиллюстрированы проблемы, с которыми может столкнуться
заказчик в условиях традиционных контрактов. Дана постановка задачи определения
оптимальных условий контракта, основанного на показателях деятельности.
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