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НЕЯВНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ
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весия; экспоненциальная устойчивость; накрывающие отображения метрических про-
странств.
Рассмотрено разностное уравнение неявного вида в произвольном метрическом про-
странстве. Предложено понятие частичной экспоненциальной устойчивости. Получены
условия такой устойчивости. Исследование основано на результатах о накрывающих
отображениях, действующих в метрических пространствах.

Разностными уравнениями моделируются многие процессы в биологии, экономике, тех-
нике. Разностные уравнения используются в приближенных методах решения интеграль-
ных, дифференциальных, функциональных уравнений. Одна из основных задач исследо-
вания разностных уравнений состоит в определении устойчивости положения равновесия.
Эта задача подробно изучена для автономных разностных уравнений явного вида

xn+1 = F (xn),

где F : Rn → Rn (см., например, [1]).
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В данной работе исследуется проблема устойчивости автономных разностных уравнений
неявного вида, причем под xn понимается не только вектор из Rn , но и, возможно, элемент
произвольного метрического пространства.

Пусть X,Y – метрические пространства, ρX(·, ·), ρY (·, ·) – расстояние между точками
в соответствующих метрических пространствах, задано отображение Υ : X × X −→ Y и
элемент y ∈ Y. Рассмотрим разностное уравнение

Υ(xn+1, xn) = y. (1)

Решением разностного уравнения (1) называется последовательность {xn} ⊂ X , эле-
менты которой удовлетворяют (1) при любом n = 0, 1, 2, ... . Решение разностного уравне-
ния (1), являющееся постоянной последовательностью, т.е. xn = u , при всех n = 0, 1, 2, ... ,
называется положением равновесия.

О п р е д е л е н и е 1. Положение равновесия u уравнения (1) назовем частично
экспоненциально устойчивым, если найдется λ > 0 , и для произвольного ε > 0 найдется
δε > 0 такие, что при любом A ∈ X из неравенства ρX(u,A) < δε следует существование
решения {xn} уравнения (1), отвечающего условиям: x0 = A , ρX(xn, u) < ε e−λn (при
всех n ∈ N).

Выясним, каким требованиям должно удовлетворять отображение Υ для того, чтобы
положение равновесия уравнения (1) было частично экспоненциально устойчивым. Наше
исследование основано на результатах [2–4] о накрывающих отображениях.

Пусть BX(u, r) = {x ∈ X : ρX(u, x) 6 r} – замкнутый шар с центром в u радиуса r > 0
в метрическом пространстве X .

О п р е д е л е н и е 2 [2]. Отображение F : X → Y называется α -накрывающим, α > 0 ,
если для любого r > 0 , и любого x ∈ X справедливо

F (BX(r, x)) ⊇ BY (αr, F (x)).

Напомним, что отображение F : X → Y называется β -липшицевым, β > 0 , если для
любых x1, x2 ∈ X выполнено неравенство

ρY (F (x1), F (x2)) 6 βρX(x1, x2).

Наряду с уравнением (1), для нахождения положения равновесия, будем рассматривать
уравнение

Υ(x, x) = y (2)

относительно элемента x ∈ X.
Л е м м а 1. Пусть отображение Υ(·, x2) : X → Y является непрерывным для любого

x2 ∈ X , а отображение Υ(x1, ·) : X → Y – β -липшицевым для любого x1 ∈ X . Тогда,
отображение F : X → Y, F (x)

.
= Υ(x, x) является непрерывным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем любое ε > 0 и произвольный x2 ∈ X. Отображение
Υ(·, x2) : X → Y непрерывно в точке x2 . Следовательно, существует δ > 0 , такое, что для
любого x1, удовлетворяющего оценке ρX(x1, x2) < δ выполнено

ρY (Υ(x1, x2),ΥY (x2, x2)) <
ε

1 + β
.

Без ограничения общности можем считать, что δ 6 ε
1+β . Теперь, вследствие липшицевости

отображения Υ(x1, ·) имеем

ρY (Υ(x1, x1),Υ(x1, x2) < βρX(x1, x2) < βδ 6
βε

1 + β
.
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Таким образом,

ρY (Υ(x1, x1),Υ(x2, x2)) 6 ρY (Υ(x1, x1),Υ(x1, x2)) + ρY (Υ(x1, x2),Υ(x2, x2)) 6

6
ε

1 + β
+

βε

1 + β
6 ε.

Лемма доказана.
Т е о р е м а 1 [3]. Пусть пространство X – полно; отображение Υ(·, x2) : X →

→ Y является α -накрывающим и непрерывным для любого x2 ∈ X , а отображение
Υ(x1, ·) : X → Y – β -липшицевым для любого x1 ∈ X .

Тогда, если α > β , то для любого x0 ∈ X существует последовательность {xn} ⊂ X ,
являющаяся решением уравнения (1); эта последовательность сходится

ρX(xn, x̂) → 0 (n→ ∞),

причем x̂ является решением уравнения (2) и удовлетворяет оценке

ρX(x̂, x0) 6
1

α− β
ρY (Υ(x̂, x̂),Υ(x0, x0)).

Теорема 1 доказана в работе [3] и, в более общем виде, в работе [4]. Мы приведем полное
доказательство, поскольку далее будем использовать не только сформулированный резуль-
тат, но и некоторые оценки, полученные при доказательстве.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольный элемент x0 ∈ X . Найдем y0
.
= Υ(x0, x0).

Так как отображение Υ является α -накрывающим по первому аргументу, то существует
x1 ∈ X такой, что

Υ(x1, x0) = y, ρX(x1, x0) 6
1

α
ρY (y, y0). (3)

Вследствие того, что отображение Υ β -липшицево по второму аргументу, получаем

ρY (y, y1) 6 βρX(x0, x1), y1
.
= Υ(x1, x1).

Далее, пусть существует xk ∈ X такой, что

Υ(xk, xk−1) = y, ρX(xk, xk−1) 6
1

α
ρY (y, yk−1) 6

β

α
ρX(xk−2, xk−1), yk−1

.
= Υ(xk−1, xk−1)

Тогда для yk
.
= Υ(xk, xk) имеем

ρY (y, yk) = ρ(Υ(xk, xk−1,Υ(xk, xk)) 6 βρX(xk−1, xk).

Далее из свойства α -накрывания отображения Υ(·, xk) получаем, что существует
xk+1 ∈ X удовлетворяющий соотношениям:

Υ(xk+1, xk) = y, ρX(xk+1, xk) 6
1

α
ρY (y, yk) 6

β

α
ρX(xk−1, xk).

Итак, по индукции построена последовательность, удовлетворяющая условиям

Υ(xn+1, xn) = y, ρX(xn+1, nk) 6
β

α
ρX(xn−2, xn−1), n = 0, 1, 2, ... . (4)

Используя формулу суммы убывающей геометрической прогрессии, при любом n получа-
ем:

ρX(xn, x0) 6 ρX(xn, xn−1) + ...+ ρX(x1, x0) 6
α

α− β
ρX(x1, x0) 6

1

α
· α

α− β
ρY (y, y0).
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Итак,

ρX(xn, x0) 6
1

α− β
ρY (y, y0), n = 0, 1, 2, ... . (5)

Покажем, что последовательность {xn} является фундаментальной. Возьмем номера k
и m такие, что m > k . Дадим оценку ρX(xk, xm). Из неравенства треугольника имеем:

ρX(xk, xm) 6 ρX(xk, xk+1) + ρX(xk+1, xk+2) + ...+ ρX(xm−1, xm).

Учитывая, что ρX(xn, xn+1) 6 β
αρX(xn−1, xn) 6 ... 6 (βα)nρX(x0, x1) , получаем

ρX(xk, xm) 6
(β
α

)k
ρX(x0, x1) +

(β
α

)k+1
ρX(x0, x1) + ...+

(β
α

)m−1
ρX(x0, x1) =

= ρX(x0, x1)
((β

α

)k
+
(β
α

)k+1
+ ...+

(β
α

)m−1)
= ρX(x0, x1)

(β
α

)k(
1 +

β

α
+ ...+

(β
α

)m−k−1)

6 ρX(x0, x1)
(β
α

)k 1

1 − β
α

= ρX(x0, x1)
(β
α

)k α

α− β
.

Итак,

ρX(xk, xm) 6 ρX(x0, x1)
(β
α

)k α

α− β
. (6)

Так как 0 < β
α < 1 , то (βα)k → 0 , при k → ∞, поэтому, ρX(xk, xm) → 0 , при k → ∞ .

Т. о. последовательность {xk} является фундаментальной. Обозначим ее предел через x̂ .
Воспользовавшись Леммой 1, получим Υ(x̂, x̂) = y . Так как при переходе к пределу знак
неравенства сохраняется, то из (5) следует:

ρX(x̂, x0) 6
1

α− β
ρY (y, y0).

Теорема доказана.
Решение u уравнения (2) называют изолированным, если существует δ0 > 0, такое, что

Υ(x, x) 6= y , для любого x ∈ BX(u, δ0) .
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, и пусть u – изолированное

решение уравнения (2). Тогда, положение равновесия xn = u (n = 0, 1, 2, ...) уравнения (1)
будет частично экспоненциально устойчивым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что для любого начального значения x0 из
некоторой окрестности точки u существует решение {xn} разностного уравнения (1), схо-
дящееся к u . Пусть в δ0 -окрестности точки u уравнение (2) не имеет решений, отличных
от u . В силу непрерывности в точке u функции F : X → Y, F (x) = Υ(x, x) существу-
ет δ ∈ (0, δ02 ) такое, что для любого x0 ∈ BX(u, δ) выполнено ρY (Υ(x0, x0),Υ(u, u)) <
δ0
2 (α− β). Согласно Теореме 1 для x0 можно построить последовательность {xn} , сходя-
щуюся к некоторому x̂ , причем справедлива оценка

ρX(x0, x̂) 6
1

α− β
ρY (Υ(x0, x0),Υ(u, u)) <

δ0
2
.

Тогда, ρX(u, x̂) < ρX(u, x0)+ρX(x0, x̂) <
δ0
2 + δ0

2 < δ0. Так как решение u – изолированное,
то x̂ = u.

Кроме того, это положение равновесия будет частично экспоненциально устойчивым.
Действительно, воспользовавшись неравенствами (3),(6) получим

ρX(xk, u) 6 ρY (Υ(x0, x0),Υ(u, u))
(α
β

)−k 1

α− β
.
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Из непрерывности функции Υ(·, ·) в точке u следует, что для любого ε > 0 существует
δ > 0 такое, что для любого x0 удовлетворяющего неравенству ρX(x0, u) < δ выполнено
ρY (Υ(x0, x0),Υ(u, u)) < ε(α− β) . Тогда

ρX(xk, u) 6 ε
(α
β

)−k
= εe

−k ln α
β = εe−λk, λ = ln

α

β
> 0.

Теорема доказана.

В заключение отметим, что идея приложения результатов о накрывающих отображени-
яx к исследованию разностных уравнений предложена в [5], [6].
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Zabrodskii I.A., Kuzyakina A.S. EXPONENTIAL STABILITY OF IMPLICIT DIFFERENCE
EQUATIONS

An implicit difference equation in an arbitrary metric space is considered. The concept of partial
exponential stability is introduced. The stability conditions are found. The study is based on the results
about covering mapping of metric spaces.
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