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Рассмотрены задачи управления гауссовской стохастической системой с помощью уве-
личения и уменьшения ее дифференциальной энтропии. В качестве модели стохасти-
ческой системы используется многомерная гауссовская случайная величина.

Использование энтропии при исследовании различных стохастических систем являет-
ся распространенным [1–4]. Актуальным направлением математического моделирования
сложных систем является моделирование таких систем с помощью энтропийных методов.
В основе этих методов лежит использование энтропии в качестве критерия оценки функ-
ционирования системы. Это обусловлено тем, что энтропия — универсальный параметр,
свойственный различным категориям систем, экономическим, биологическим, техническим
и др.

Энтропийное моделирование гауссовских стохастических систем состоит в следующем
[5]. Представим стохастическую систему S в виде многомерного нормального случайно-
го вектора Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) . Каждый элемент Yi этого вектора является одномерной
гауссовской случайной величиной, которая характеризует функционирование соответству-
ющего элемента исследуемой системы. Элементы могут быть как взаимозависимыми, так
и не зависеть друг от друга.

Представим дифференциальную энтропию случайного вектора Y как [5]

H(Y) =
1

2
ln[(2πe)m|Σ|] =

m∑

l=1

H(Yi) +
1

2
ln(|R|), (1)

где Yi =
1

2
ln(2πeσ2

Yi
) ; Σ , R — ковариационная и корреляционная матрицы случайного

вектора Y .
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Многие авторы отмечают [1, 2, 4, 6], что повышение эффективности функционирования
систем можно рассматривать с позиции увеличения или уменьшения ее энтропии. Поэтому
энтропийная модель (1) позволяет решать задачи эффективного управления стохастической
системой. Увеличение энтропии всей системы можно достичь за счет роста неопределенно-
сти (дисперсий) одного или нескольких ее элементов, или уменьшая степень взаимосвязи
элементов (увеличение определителя корреляционной матрицы). Уменьшение энтропии си-
стемы, наоборот, достигается уменьшением дисперсий ее элементов, или увеличением сте-
пени взаимосвязи элементов.

Отметим, что при управлении открытой системой мы располагаем некоторым ресурсом
(энергией) для воздействия на систему. Одним из ключевых направлений для эффективного
решения подобных задач является известная концепция «точек роста».

В зависимости от цели управления и имеющихся для этого ресурсов можно сформули-
ровать различные задачи изменения энтропии системы [5, 7]: изменение уровня энтропии
до ее максимального или минимального значения при имеющихся ограничениях; изменение
уровня энтропии в сторону ее увеличения или уменьшения.

Рассмотрим задачи максимизации энтропии стохастической системы.

З а д а ч а 1. 



1

2
ln
[
(2πe)m|(Σ| + σ2

UMii)
]
→ max

i∈{1,...,m}
,

cov(U, Yi) = 0, i = 1, 2, . . . ,m,

где Mii — минор матрицы Σ ; σ2
U = C > 0 .

Задача 1 позволит осуществить максимальный прирост энтропии с помощью оптималь-
ного выбора соответствующего элемента системы Yi , к которому прибавляется гауссовская
случайная величина U с заданной дисперсией σ2

U = C . Если имеется возможность одно-
временного воздействия на несколько элементов системы, то задачу 1 можно усложнить.

З а д а ч а 2. 



1

2
ln [(2πe)m|Σ∗|] → max

σ2
Ui

,

m∑

i=1

σ2
Ui

= C > 0,

∀i, j cov(Ui, Yj) = 0,

∀i 6= j cov(Ui, Uj) = 0,

где

Σ∗ =




σ2
Y1

+ σ2
U1

cov(Y1, Yi) . . . cov(Y1, Ym)

cov(Y2, Y1) σ2
Y2

+ σ2
U2

. . . cov(Y2, Ym)

. . . . . . . . . . . .
cov(Ym, Y1) cov(Ym, Y2) . . . σ2

Ym
+ σ2

Um


 . (2)

Задача 2 позволит осуществить оптимальное распределение имеющегося ресурса C меж-
ду элементами системы Yi , к которым прибавляются независимые случайные величины Ui .
Решение данной задачи нелинейного программирования можно может получить с помощью
численных методов.

Т е о р е м а 1. Пусть Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) , U = (U1, U2, . . . , Um) — случайные нор-
мально распределенные векторы, Σ — ковариационная матрица случайного вектора Y .
Тогда решение задачи 2 существует, и любой локальный максимум является глобальным.

З а м е ч а н и е 1. Поскольку система — это взаимосвязанное множество элементов,
то в некоторых случаях в задачи 1, 2 следует вводить дополнительные ограничения на
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коррелированность ее элементов вида a 6 |R| 6 b , которые позволяют учитывать диапазон
возможных значений степени взаимосвязей в системе.

Рассмотрим теперь задачу минимизации энтропии стохастической системы. Исходя из
свойств дисперсии случайной величины, ее уменьшение достигается путем деления слу-
чайной величины на положительное число. Отметим, что переход к измененной дисперсии
σ2
Yi

→ σ2
Yi
/xi оставит неизменной корреляционную матрицу. В таком случае имеем задачу,

в которой необходимо оптимальным образом уменьшить дисперсию некоторых компонент
случайного вектора.

З а д а ч а 3. 



1

2
ln

[
(2πe)m|R|

σ2
Y1
σ2
Y2
. . . σ2

Ym

x1x2 . . . xl

]
→ min

x1,x2,...,xl

,

l∑

i=1

xi 6 W,

∀i xi > 0,

где W — количество имеющегося ресурса для снижения дисперсии, l = 1, 2, . . . ,m .

Т е о р е м а 2. Пусть Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) — гауссовский случайный вектор с корреля-
ционной матрицей R . Тогда решением задачи 3 является xi = W/l , где l соответству-

ет максимуму значения max
l

(
W
l

)l
, l = 1, 2, . . . ,m .

Однако задача 3, предлагая, по сути, равномерное распределение ресурса между неко-
торыми или всеми элементами системами, не позволяет явно выделить основные точки
воздействия (точки роста) на систему. Поэтому задача минимизации энтропии системы
может быть рассмотрена с точки зрения приложения специальных управленческих меро-
приятий с целью снижения дисперсий, при условии, что при этом изменение |R| будет
пренебрежительно мало.

З а д а ч а 4.





1

2
ln
[
(2πe)m|R|(σ2

Y1
− x1)(σ

2
Y2

− x2) . . . (σ
2
Ym

− xm)
]
→ min

x1,x2,...,xm

,

m∑

i=1

xi 6 W,

∀i 0 6 xi 6 σ2
Yi
,

|R| = const.

Т е о р е м а 3. Пусть Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) — гауссовский случайный вектор с корреля-
ционной матрицей R . Тогда решение задачи 4 существует, и любой локальный минимум
является глобальным.

Энтропией системы можно управлять также посредством усиления или ослабления кор-
реляционных связей между компонентами при условии, что при таком воздействии на си-
стему изменение дисперсий элементов будет пренебрежительно мало. Например, в случае
необходимости изменения энтропии в сторону ослабления задача примет следующий вид.

З а д а ч а 5. 



1

2
ln [(2πe)m|Σ∗|] → min

rij
,

a 6 |R∗| 6 b,

R∗ ∈ D,
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где D — множество положительно определенных корреляционных матриц; Σ∗ — ковари-
ационная матрица, определяемая по формуле (2); R∗ — соответствующая корреляционная
матрица.

Задачи 1− 5 позволят осуществить управление системой путем воздействия на диспер-
сии и корреляции элементов системы.
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Tyrsin A.N., Sokolova I.S. OPTIMIZATION PROBLEMS IN THE ENTROPIC MODELING OF
GAUSSIAN STOCHASTIC SYSTEMS

We reviewed the control problems of a Gaussian stochastic system by using the increase and decrease
of its differential entropy. Multivariate Gaussian random variable is used as a mathematical model of a
stochastic system.
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