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Изучаются вариационные системы общего геометрического вида. Доказывается, что
условие Робинсона является достаточным для метрической регулярности отображения
банахова пространства в евклидово относительно замкнутого подмножества евклидо-
ва пространства. Доказательство основано на некоторой модификации вариационного
принципа Экланда. Обсуждаются приложения.

Рассмотрим банахово пространство X , евклидово пространство Y , гладкое по Фреше
отображение ϕ :X→Y и замкнутое множество S⊆Y , которое содержит точку y=0 . Пусть
x∗ ∈X , ϕ(x∗) = y∗ . В настоящей работе нас будет интересовать вопрос о существовании ре-
шения включения

ϕ(x) ∈ y + S (1)

в окрестности точки (x∗, y∗) . Включение вида (1) еще называют вариационной системой, по-
скольку необходимость решать подобного рода задачу приходит к нам из вариационного ана-
лиза, в связи, например, с негладким правилом множителей Лагранжа, см. подробнее в [1].

Определение 1. Будем говорить, что функция ϕ является метрически регулярной в точке
x∗ относительно множества S , если существуют числа c, δ > 0 такие, что для любых (x, y)∈
∈Bδ(x∗)×Bδ(y∗) имеет место:

d(x, ϕ−1(y + S)) ≤ c · d(ϕ(x), y + S).

Здесь Bδ(x) – шар радиуса δ с центром в x , а d(x,A) – расстояние до множества. Причем
расстояние до пустого множества считается равным +∞ .

Определение 2. Функция ϕ удовлетворяет условию Робинсона относительно множества S
в точке x∗ , если

NS ∩ kerϕ′∗(x∗) = {0}. (2)

Здесь NS – нормальный конус Мордуховича ко множеству S в точке y=0 . Если множество
S выпуклое, то это определение превращается в классическое определение регулярности по
Робинсону, которое говорит, что TS + imϕ′(x∗)=Y .

Теорема 1. Пусть функция ϕ удовлетворяет условию Робинсона (2) в точке x∗ . Тогда ϕ
является метрически регулярной в точке x∗ относительно множества S .

Доказательству теоремы предпошлем некоторый модифицированный вариационный прин-
цип. Смысл нижеследующей леммы состоит примерно в том, что если аргумент задачи распа-
дается на две части, одна из которых конечномерна и ограничена, то возмущать в вариацион-
ном принципе достаточно лишь бесконечномерную часть.
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Пусть E=R
n , и M – замкнутое подмножество произведения X×E . Элементы M будем

обозначать через (x, t) , где x∈X , t∈E . Пусть заданы полунепрерывные снизу и неотрица-
тельные на M функции f(x) :X→R

1 и r(t) :E→R
1 . Обозначим Φ(x, t) := f(x)+ r(t) .

Лемма 1. Предположим, что существует такое ограниченное множество B⊆E , что M ⊆
⊆ X×B . Пусть заданы числа ε, λ>0 и точка (x0, t0)∈M : Φ(x0, t0)≤ε . Тогда существуют
точка (x∗, t∗)∈M , а также функция ψ(x) :X→R

1
+ такие, что:

a) ‖x∗ −x0‖≤λ ;

b) Φ(x∗, t∗)≤Φ(x0, t0) ;

c) ψ(x0)≤λ , и |ψ(x′)−ψ(x′′)| ≤ 2‖x′ −x′′‖ ∀x′, x′′ ∈X ; 1

d) функция Φ(x, t) + ε
λψ(x) достигает своего абсолютного минимума на множестве M

в точке (x∗, t∗) .

Доказательство, очевидно, достаточно провести для случая λ=1 , так как общий случай
сводится к этому умножением нормы в X на λ−1 . Кроме того, его будет удобно провести в
конструктивной формулировке, см. [2]. Пусть числа αk>0 , k=0, 1, 2, .. таковы, что

∑∞
k=1 αk≤

≤ 1 , и α0 >
2
3 . Положим βk = α2

k при k ≥ 1 . Заметим, достаточно показать, что найдется
последовательность точек (xk, tk)∈M : ‖xk −x0‖≤ 1 , xk→x∗ при k→∞ , и числа γ0∈ [0, 1] ,
γk ∈ [0, βk] , k≥ 1 , такие, что имеет место b) и функция

Π(x, t) := Φ(x, t)− ε

∞∑
k=0

γkξk(x)

достигает на множестве M минимума в точке (x∗, t∗) . Здесь ξk(x) = 1−α−1
k ‖x− xk‖ – так

называемая холм-функция, [2]. Действительно, рассмотрев тогда ψ(x) =
∑∞

k=0 γkα
−1
k ‖x− xk‖

получим все условия a)–d) теоремы.
Положим

γ0 = sup{γ ≥ 0 : Φ(x, t)− εγξ0(x) ≥ 0 ∀ (x, t) ∈M}.
Ясно, что γ0 ≤ 1 . Действительно, для этого достаточно в выражении выше рассмотреть точ-
ку x= x0 . Заметим, что если γ0 = 1 , то теорема очевидно доказана с γk = 0 при k > 0 и
дальнейшие рассуждения уже не нужны. Поэтому ниже будем считать, что γ0< 1 .
Положим Φ1(x, t) :=Φ(x, t)− εγ0ξ0(x) . Эта функция по определению полунепрерывна сни-

зу и неотрицательна на M . Покажем, что ее нижняя грань на (Bα0(x0)× E) ∩M равна
нулю. Действительно, если эта грань равна некоторому числу κ> 0 , то для всех (x, t)∈M :
‖x−x0‖≤α0 имеем

Φ1(x, t) = Φ(x, t) + εγ0α
−1
0 ‖x− x0‖ − εγ0 ≥ κ.

Отсюда, поскольку функция Φ неотрицательна, увеличив число γ0 на ε−1κ , получим, что
по-прежнему Φ1(x, t)≥ 0 для всех (x, t) из M . Это однако противоречит определению γ0 .
Если нижняя грань достигается в какой-то точке (x∗, t∗) , то снова приходим к утвержде-

нию леммы. Если же нижняя грань не достигается, то найдется точка (x1, t1)∈M :

Φ1(x1, t1) ≤ β1ε.

Уменьшая при этом, если потребуется, число β1 , добьемся того, чтобы Φ(x1, t1)≤Φ(x0, t0) .
1Т. е. функция ψ липшицева равномерно в X с константой 2. Эту константу можно уменьшить до любого

числа κ> 1 .
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Повторим всю конструкцию, но заменив Φ на Φ1 , ε на β1ε , α0 на α1 , x0 на x1 , t0 на
t1 , и ξ0 на ξ1 . В итоге найдем векторы x2∈Bα1(x1) , x3∈Bα2(x2) , и т.д. xn ∈Bαn−1(xn−1) , а
также точки t1, t2, .., tn ∈E , причем (xn, tn)∈M при всех n . Последовательность {xn} – это
последовательность Коши и в силу полноты X она сходится к некоторому вектору x∗ ∈X .
По предположению леммы последовательность {tn} ограничена. Переходя к подпоследова-
тельности, tn→ t∗ . В силу замкнутости M имеем (x∗, t∗)∈M . Из полунепрерывности снизу
функции Φ и того, что Φn(xn)≤ βnε следует, что Π(x∗, t∗)≤ 0 . Однако функция Π по по-
строению неотрицательна. Поэтому Π(x∗, t∗) = 0 , и точка (x∗, t∗) искомая точка минимума.
Легко также проверить, что верно a) и b). Лемма доказана. �
Доказательство теоремы 1. Проведем доказательство от противного. Пусть ϕ не является

метрически регулярной в точке x∗ . Тогда для любых δ, c>0 существуют векторы xδ∈Bδ(x∗) ,
yδ ∈Bδ(y∗) , которые зависят также и от числа c , что

d(xδ, ϕ
−1(yδ + S)) > c · d(ϕ(xδ), yδ + S). (3)

Пусть вектор ξδ ∈S таков, что

d(xδ, ϕ
−1(yδ + S)) > c · |ϕ(xδ)− yδ − ξδ|. (4)

Этот вектор существует в силу (3) исходя из определения расстояния. Положим ȳδ =ϕ(xδ)−
− yδ − ξδ . Отметим, что ȳδ �=0 в силу (4). Положим ε= ε(δ) := |ȳδ |> 0 .
Составим экстремальную задачу.⎧⎨

⎩
c−1‖x−xδ‖+ εt→min,
ϕ(x)− tȳδ ∈ yδ +S,
x∈X, t∈ [0, σ].

(5)

Здесь σ > 1 – произвольное число.
В задаче (5) существует допустимая точка x= xδ , t= 1 , а значение минимизируемого

функционала на ней равно ε . Применим к задаче (5) лемму 1 рассмотрев в ней:

M = {(x, t) ∈ X × [0, σ] : ϕ(x)− tȳδ ∈ yδ + S},
(x0, t0)= (xδ, 1) и λ=

√
ε .

Тогда существуют точка (x∗δ , t
∗
δ)∈M и липшицевая с константой 2 функция ψ :X→R

1

такие, что
1) ‖x∗δ −xδ‖≤

√
ε ;

2) c−1‖x∗δ −xδ‖+ εt∗δ ≤ ε ;
3) точка (x∗δ , t

∗
δ) является решением задачи⎧⎨

⎩
c−1‖x−xδ‖+ εt+

√
εψ(x)→min,

ϕ(x)− tȳδ ∈ yδ +S,
x∈X, t∈ [0, σ].

(6)

Покажем, что
t∗δ �= 0. (7)

Действительно, иначе было бы

ϕ(x∗δ) ∈ yδ + S ⇒ ‖x∗δ − xδ‖ ≥ d(xδ , ϕ
−1(yδ + S)).

Однако, в силу (4), имеем
d(xδ, ϕ

−1(yδ + S)) > c|ȳδ| = cε.
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Поэтому минимальное значение функционала в задаче (5) будет строго больше, чем ε , что,
однако, невозможно ввиду 2). Поэтому t∗δ > 0 . Ясно также, что в силу 2) будет t∗δ <σ .
Применим к задаче (6) необходимые условия экстремума из [1]. Существуют число λ0δ ≥0 ,

вектор λδ ∈NS(ζδ) , где ζδ =ϕ(x∗δ)− t∗δ ȳδ − yδ , и векторы aδ, bδ ∈B1(0) такие, что

λ0δ(c
−1aδ + 2

√
|yδ| · bδ) + ϕ′∗(x∗δ)λδ = 0, (8)

λ0δ |ȳδ| =
〈
λδ, ȳδ

〉
, (9)

λ0δ + |λδ| = 1. (10)

Здесь, получая условие (9), мы уже учли (7). Из (9), поскольку ȳδ �=0 , выводим, что λ0δ ≤|λδ| .
Но из (10) λ0δ =1− |λδ| . Поэтому

|λδ| ≥ 1

2
. (11)

Возьмем последовательные пределы при δ→0 и потом при c→∞ . Переходя к подпоследова-
тельности, в виду (10) и (11), можно считать, что λδ→λ �=0 : λ∈NS . Переходя к пределу в (8)
при δ→ 0 , c→∞ получим, что ϕ′∗(x∗)λ=0 , что противоречит условию Робинсона. Поэтому
функция ϕ метрически регулярна относительно S . �
Если предположить, что Y банахово или даже гильбертово, то утверждение теоремы 1 уже

неверно. Действительно, с одной стороны, известно, что в банаховых пространствах принцип
Лагранжа для задачи условной минимизации функции f(x) при ограничениях ϕ(x)= 0 уже
неверен, если образ оператора ϕ′(x0) незамкнут. Здесь x0 – точка локального минимума. Но
с другой стороны, принцип Лагранжа есть следствие теоремы 1.2 Поэтому теорема 1 неверна
для общих отображений ϕ одного банахова пространства в другое. Более того, даже в пред-
положении замкнутости образа производной, метод доказательства встречает серьезные труд-
ности, когда Y банахово. Эти трудности, которые связаны с потерей компактности, потерей
проекции на S и др., вообще говоря, совершенно неясно как преодолевать. По всей видимости,
на этом направлении не стоит ожидать какого-либо общего утверждения без дополнительных
априорных и жестких предположений на пространство Y и множество S , см. [1].
Обратимся теперь к приложениям. Естественные приложения результатов, подобных тео-

реме 1, лежат в области оптимального управления. Рассмотрим управляемую динамическую
систему:

ẋ = f(x, u), t ∈ [0, 1], x(0) = 0 ∈ R
n, u(·) ∈ L∞([0, 1]).

Пусть S – замкнутое подмножество R
n , содержащее нуль, которое может и не иметь

гладкой структуры. Например, «еж», полученный объединением всех координатных осей в
R
n . На плоскости это будет «крест».
Пусть система обладает состоянием покоя, т.е. нулевым решением x(t)= 0 при некотором

u0(·)∈L∞([0, 1]) .
Представим, что означенный выше «еж» не жестко закреплен в нуле и совершает неко-

торые колебания в малой окрестности нуля, переходя, соответственно, во множество y + S
при малых по норме y . Тогда представляется небезосновательным вопрос о том, а при каком
условии мы всегда сможем попасть в «ежа», причем при любом его малом отклонении от нуля
y ? Такая постановка задачи носит явный инженерный характер. Если ответ на этот вопрос
положительный, то система называется локально управляемой относительно S .
Ответ на поставленный вопрос и дается, очевидно, условием Робинсона (2), записанным

для отображения ϕ(u) = x(1) : L∞([0, 1])→ R
n и множества S . В точке покоя необходимо

2Действительно, отображение (f, ϕ) не может быть метрически регулярным относительно множества
{f(x0)} × {0} в точке x0 в силу свойств локального минимума. Поэтому из теоремы 1 для (f, ϕ) наруша-
ется условие Робинсона. Однако отрицание этого условия и есть принцип Лагранжа.
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вычислить оператор L= ϕ′(u0) : L∞([0, 1])→R
n . Известно, что Lδu= δx(1) , где δx(t) есть

решение уравнения в вариациях (линеаризованной системы):

˙δx = f ′x(0, u0(t))δx + f ′u(0, u0(t))δu, δx(0) = 0, δu ∈ L∞([0, 1]).

Далее необходимо вычислить imL . Пересечение ортогонального дополнения к образу
(imL)⊥ со множеством NS(0) – т.е. с нормальным конусом к S в нуле (это множество, как
правило, легко вычисляется), должно быть тривиально. Тогда в рассмотренной системе будет
локальная управляемость относительно S .
Идею доказательства авторы почерпнули из [3], где теорема об обратной функции была

выведена через необходимые условия экстремума. Другое доказательство можно найти в [1].
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