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О НАКРЫВАНИИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ,
ДЕЙСТВУЮЩИХ В ПРОИЗВЕДЕНИЯХ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ
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Для многозначных отображений, действующих в произведении метрических про-
странств, определено понятие векторного накрывания. Доказан векторный аналог тео-
ремы А.В. Арутюнова о точке совпадения двух многозначных отображений.
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Введение

Определяется свойство 1 векторного накрывания многозначных отображений, действую-
щих в произведениях метрических пространств. Предлагаемое понятие является естественным
расширением «классического» накрывания отображений метрических пространств. Доказана
теорема о точке совпадения векторно накрывающего и векторно липшицева отображений —
аналог теоремы А.В. Арутюнова о точке совпадения двух многозначных отображений (см.
[1]–[4]). Доказанное утверждение позволяет исследовать различные системы уравнений, нера-
венств и включений.

Пусть заданы метрические пространства (Xi, ρXi), (Yj , ρYj ), i=1, n, j =1,m, и опреде-
лены многозначные отображения Ψj ,Φj :

∏n
i=1Xi⇒Yj , j=1,m. Мы рассматриваем систему

Ψ1(x1, . . . , xn)∩Φ1(x1, . . . , xn) ̸=∅,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,
Ψm(x1, . . . , xn)∩Φm(x1, . . . , xn) ̸=∅,

(1)

относительно неизвестного x=(x1, . . . , xn)∈
∏n

i=1Xi .
Положим Ψ=(Ψ1, . . . ,Ψm), Φ=(Φ1, . . . ,Φm) и запишем систему (1) в «векторном виде»:

Ψ(x) ∩ Φ(x) ̸= ∅ (2)

(здесь символом ∅ обозначено пустое подмножество произведения Y ).
Решение системы (1) (уравнения (2)) в «скалярном случае» n=m= 1 называют точ-

кой совпадения многозначных отображений Ψ,Φ. Первые результаты о существовании точек
совпадения однозначных и многозначных отображений и их свойствах получены А.В. Ару-
тюновым [1] в предположении, что отображение Ψ является накрывающим, а отображение
Φ — липшицевым. Затем эти исследования были продолжены в ряде работ (см., например,
[2]–[8]).

Вначале приведем известное определение (скалярного) накрывания.
Пусть (X, ρX) — метрическое пространство, U ⊂X . Обозначим через BX(u, r) замкну-

тый шар {x∈X : ρX(x, u)≤ r} с центром в точке u∈X радиуса r≥ 0; положим BX(U, r)
.
=

.
=

∪
u∈U BX(u, r).
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О п р е д е л е н и е 1 [1]. Пусть определены метрические пространства X,Y и задано число
α> 0 . Отображение Ψ :X⇒ Y называется α -накрывающим, а число α — коэффициентом
накрывания, если для любых r≥ 0, u∈X имеет место вложение

BY (Ψ(u), αr) ⊂ Ψ(BX(u, r)).

Свойство α -накрывания равносильно соотношению:

∀u ∈ X ∀w ∈ Ψ(u) ∀ y ∈ Y ∃x ∈ X Ψ(x) ∋ y & ρX(x, u) ≤ α−1ρY (y, w). (3)

Применение утверждений о накрывающих отображениях к исследованию уравнения (2)
встречает трудности, связанные с определением метрики в произведении метрических про-
странств, относительно которой выполнялись бы условия соответствующих утверждений.
Предлагаемый здесь подход не требует метризации произведений метрических пространств.
Вместо метрик в

∏n
i=1Xi,

∏m
j=1 Yj , мы используем векторы (ρX1 , . . . , ρXn), (ρY1 , . . . , ρYm).

(подробнее о пространствах с такими «векторными метриками» см., например, ([9], п. 6.3,
6.4)). В терминах этих векторов удается не только исследовать разрешимость уравнения (2),
но и получить оценки отклонения каждой компоненты xi решения x от соответствующей
компоненты u0i заданного вектора u0 ∈X, что невозможно, если пользоваться классически-
ми результатами о накрывании в метрических пространствах.

1. Основные обозначения и определения

Стандартно обозначаем Rm — m -мерное вещественное пространство, Rm
+ — конус век-

торов с неотрицательными компонентами пространства Rm, Im — единичную m×m мат-
рицу. Для произвольных векторов r1, r2 ∈ Rm полагаем r1 ≥ r2, если r1 − r2 ∈ Rm

+ ; обо-
значаем min{r1, r2} вектор r = (r1, . . . , rm), компоненты которого определяются формулой
rj =min{r1j , r2j}, j=1,m. Напомним, что норму | · |Rm в Rm называют монотонной, если для
r1, r2 ∈Rm

+ , удовлетворяющих неравенству r1≥ r2, выполнено |r1|Rm ≥ |r2|Rm .
Пусть заданы метрические пространства Xi, Yj , i=1, n, j =1,m. Определим простран-

ства

X
.
=

n∏
i=1

Xi, Y
.
=

m∏
j=1

Yj

с векторными метриками

ρX
.
= (ρX1 , . . . , ρXn), ρY

.
= (ρY1 , . . . , ρYm). (4)

Для r=(r1, . . . , rm)∈Rm
+ , w=(w1, . . . , wm)∈Y положим

BY (w, r)
.
= {y ∈ Y : ρY (y, w) ≤ r} =

m∏
j=1

BYj (wj , rj).

Аналогично, для d=(d1, . . . , dn)∈Rn
+, u=(u1, . . . , un)∈X обозначим

BX(u, d)
.
=

n∏
i=1

BXi(ui, di).

О п р е д е л е н и е 2. Пусть задана n×m матрица A с неотрицательными компонентами
aij , i=1, n, j =1,m. Отображение Ψ :X⇒ Y будем называть векторно A -накрывающим,
если

∀r ∈ Rm
+ ∀u ∈ X BY (Ψ(u), r) ⊂ Ψ(BX(u,Ar)). (5)
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Приведем критерий векторного накрывания.
П р е д л о ж е н и е 1. Отображение Ψ :X⇒ Y является векторно A -накрывающим

тогда и только тогда, когда

∀u ∈ X ∀w ∈ Ψ(u) ∀ y ∈ Y ∃x ∈ X Ψ(x) ∋ y & ρX(x, u) ≤ AρY (y, w). (6)

Докажем это утверждение. Пусть, сначала, выполнено свойство (6). Для произвольных
r ∈Rm

+, u ∈X, y ∈BY (Ψ(u), r) определим w ∈Ψ(u) так, чтобы ρY (y, w)≤ r. Согласно (6)
найдем x, отвечающий условиям Ψ(x)∋ y, ρX(x, u)≤Ar. Таким образом, справедливо вло-
жение (5). Обратно, пусть отображение Ψ является векторно A -накрывающим. Для любых
u∈X, w∈Ψ(u), y∈Y определим r

.
=ρY (y, w). Тогда y∈BY (Ψ(u), r)⊂Ψ(BX(u,Ar)), т. е. су-

ществует x∈BX(u,Ar), удовлетворяющий соотношениям Ψ(x)∋y, ρX(x, u)≤Ar=AρY (y, w).
Очевидно, что в случае n=m=1 определения 1, 2 равносильны: всякое векторно A -на-

крывающее отображение является α -накрывающим и любое α -накрывающее отображение
является векторно A -накрывающим, где A=(a11), a11=α−1.

Определение векторного накрывания, естественно, применимо и к однозначным отображе-
ниям: отображение ψ :X→ Y будем полагать векторно A -накрывающим, если отображение
Ψ :X⇒Y , Ψ(x)= {ψ(x)} векторно A -накрывающее согласно определению 2.

Требование накрывания во многих задачах является излишне жестким, многие резуль-
таты удается получить при менее ограничительных условиях локального накрывания [6]–[8].
Определим векторный аналог такого понятия.

Итак, пусть заданы множества W ⊂Y , A⊂X ×Rm
+ и n×m матрица A с неотрицатель-

ными компонентами aij , i=1, n, j=1,m.

О п р е д е л е н и е 3. Отображение Ψ:X⇒Y будем называть векторно A -накрывающим
множество W на совокупности A, если для любых (u, r)∈A имеет место включение

BY (Ψ(u), r)
∩
W ⊂ Ψ

(
BX(u,Ar)

)
.

П р е д л о ж е н и е 2. Отображение Ψ :X→ Y является векторно A -накрывающим
множество W на совокупности A, тогда и только тогда, когда

∀u∈X ∀w∈Ψ(u) ∀ y ∈W(
u, ρY (y, w)

)
∈A =⇒ ∃x∈X Ψ(x)∋ y & ρX(x, u)≤AρY (y, w).

Доказательство этого утверждения повторяет приведенное выше доказательство предло-
жения 1.

Определение 3 естественным образом распространяется и на однозначное отображение
ψ :X→ Y , следует просто применить это определение к соответствующему многозначному
отображению, равному Ψ(x)= {ψ(x)}.

В скалярном случае, т. е. при n=m= 1, A= (a11), определение 3 равносильно предло-
женному в [8] определению отображения Ψ :X⇒Y, α -накрывающего множество W ⊂Y на
совокупности G⊂X ×R+, где α= a11

−1, G= {(x, r) : (x, α−1r)∈A}. В свою очередь опреде-
ление [8] — это многозначный аналог определения из работы [6]. В связи с этим отметим, что
при соответствующем выборе множеств W,G цитируемым определениям [6], [8] удовлетво-
ряют различные трактовки понятия накрывания однозначных и многозначных отображений,
предлагавшиеся многими авторами. Здесь в качестве A⊂X×Rm

+ будем выбирать множество,
определяемое по заданным векторам u0 ∈X, R∈Rn

+ равенством

Â(u0, R)
.
= {(x, r) ∈ X × Rm

+ : x ∈ BX(u0, R), Ar + ρX(x, u0) ≤ R}. (7)
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Применительно к такому заданию совокупности A определение 3 означает, что отображение
Ψ :X⇒ Y является векторно A -накрывающим множество W на совокупности Â(u0, R)
тогда и только тогда, когда

∀u∈BX(u0, R) ∀w∈Ψ(u) ∀ y ∈W
AρY (y, w)+ ρX(u, u0)≤R =⇒ ∃x∈X Ψ(x)∋ y & ρX(x, u)≤AρY (y, w). (8)

Напомним определения еще нескольких понятий, необходимых для формулировки утвер-
ждения о разрешимости системы (1).

Под сходимостью xk → x при k→∞ в пространстве X понимаем сходимость последо-
вательностей компонент данных векторов, т. е. ρXi

(
xki , xi

)
→ 0, i= 1, n, что равносильно

сходимости ρX(xk, x)→ 0 в пространстве Rn. Аналогично понимаем сходимость в произ-
ведениях любых метрических пространств (в том числе, в Y и в X × Y ). Естественным
образом определяем замкнутость множеств в произведениях пространств. Соответственно,
множество V ⊂X × Y называем замкнутым, если для любой последовательности векторов
(xk1, . . . , x

k
n, y

k
1 , . . . , y

k
m), k=1, 2, . . . из множества V, компоненты которых при k→∞ сходят-

ся: ρXi(x
k
i , ξi)→ 0, i=1, n, ρYj (y

k
j , wj)→ 0, j=1,m, «предельный» вектор (ξ1, . . . , ξn, w1, . . .

. . . , wm) также принадлежит V. Множество V будем называть полным подпространством
пространства X×Y , если сходится (к элементу из V ) произвольная последовательность век-
торов, компоненты которых образуют фундаментальные последовательности в соответствую-
щих метрических пространствах.

Для отображения Ψ :X⇒Y стандартно определяем график — множество

gph(Ψ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ Ψ(x)}.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть задана m×n матрица B с неотрицательными компонентами
bj i, j = 1,m, i= 1, n. Отображение Φ :X ⇒ Y будем называть векторно B -липшицевым
относительно множества W ⊂Y на множестве U⊂X , если для любых u, x∈U выполнено

Φ(x) ∩W ⊂ BY

(
Φ(u), BρX(x, u)

)
. (9)

Естественно, однозначное отображение φ :X→Y называем векторно B -липшицевым от-
носительно множества W на множестве U, если определению 4 удовлетворяет соответству-
ющее многозначное отображение, определяемое равенством Φ(x)= {φ(x)}. Это означает, что
для любых u, x∈U, таких что φ(x)∈W, выполнено ρY

(
φ(x), φ(u)

)
≤B ρX(x, u).

Векторно B -липшицево относительно Y на всем X отображение будем называть вектор-
но B -липшицевым.

В случае, если W
.
=
∏m

j=1Wj , U
.
=
∏n

i=1 Ui, где Wj ⊂Yj , Ui⊂Xi, определение 4 означает,
что для произвольного l=1, n, любых векторов u, x∈U, компоненты которых ui, xi при всех
i ̸= l совпадают, при всех j=1,m выполнено

Φj(x) ∩Wj ⊂ BYj

(
Φj(u), bj lρXl

(xl, ul)
)
. (10)

Отметим, что вложение (9) равносильно соотношению

∀ y ∈ Φ(x) ∩W ∃ z ∈ Φ(u) ρY (y, z) ≤ B ρX(x, u),

соответственно, вложение (10) — соотношению

∀ yj ∈ Φj(x) ∩Wj ∃ zj ∈ Φj(u) ρYj (yj , zj) ≤ bj l ρXl
(xl, ul).
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2. Теорема о точке совпадения двух отображений

Сформулируем основное утверждение статьи — векторный аналог теоремы А.В. Арутюно-
ва о точке совпадения двух многозначных отображений.

Т е о р е м а 1. Пусть заданы отображения Ψ,Φ :X⇒Y , элементы u0∈X, y0∈Ψ(u0),
y1 ∈Φ(u0), векторы R∈Rn

+, d∈Rm
+ , n×m матрица A и m×n матрица B такие, что:

(a) Ψ является векторно A -накрывающим множество W
.
=BY (y

0, d) на совокупности
Â(u0, R);

(b) Φ является векторно B -липшицевым относительно множества W на множестве
U
.
=BX(u0, R);
(c) для спектрального радиуса ϱ матрицы BA выполнено ϱ(BA)< 1;
(d) имеют место неравенства

r
.
= (Im −BA)−1ρY

(
y0, y1

)
≤ d, Ar ≤ R.

(e) множества gph(Ψ)
∩
(U ×W ), gph(Φ)

∩
(U ×W ) замкнуты и по крайней мере одно

из них является полным подпространством пространства X ×Y .
Тогда существует решение x= ξ ∈X системы (1), удовлетворяющее оценке

ρX
(
ξ, u0

)
≤ Ar. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале оценим матрицу (Im−BA)−1. Эта матрица является су-
мой ряда Im+BA+(BA)2+ . . . (см., например, [10], с. 116). Из неотрицательности элементов
матриц A,B следует, что при любом k=0, 1, 2, . . . выполнено

(Im −BA)−1 ≥ Im +BA+ . . .+ (BA)k (12)

(неравенство для матриц понимается, естественно, как неравенство для всех соответствующих
элементов).

Покажем, что существуют последовательности {xk}⊂X, {yk}⊂Y , отвечающие следую-
щим требованиям: x0=u0;

∀ k=1, 2, . . . xk ∈U, yk ∈Ψ(xk)∩Φ(xk−1)∩W ̸=Ø,

ρY (y
k, yk−1)≤ (BA)k−1ρY

(
y0, y1

)
, ρX(xk, xk−1)≤A(BA)k−1ρY

(
y0, y1

)
. (13)

Проверим справедливость этого утверждения при k=1. В данном случае первое из нера-
венств (13) тривиально: ρY

(
y1, y0

)
≤ ρY

(
y0, y1

)
.

Положим x0
.
= u0. Для u

.
= x0, w

.
= y0 ∈Ψ(x0), y

.
= y1 ∈ Φ(x0) выполнено условие им-

пликации (8). Действительно, во-первых, в силу неравенства (12) имеем ρY (y
0, y1)≤ (Im −

− BA)−1ρY (y
0, y1), т. е. ρY (y

0, y1)≤ d, y1 ∈W ; во-вторых,

ρX(u0, u) +AρY (w, y) = AρY (y
0, y1) ≤ A(Im −BA)−1ρY (y

0, y1) = Ar ≤ R.

В силу предположения (a) согласно (8), существует x1 ∈X удовлетворяющий включению
Ψ(x1)∋ y1 и неравенству ρX(x1, x0)≤AρY (y

1, y0). Из последнего неравенства, согласно (12),
следует ρX(x1, x0)≤R, т. е. x1∈U. Кроме того, установлено соотношение y1∈Ψ(x1)∩Φ(x0)∩
∩ W (из которого очевидно следует, что Ψ(x1)∩Φ(x0)∩W ̸=Ø ).

Предполагая, что соотношения (13) имеют место при всех k≤ k0, докажем их справедли-
вость при k= k0 + 1. Вследствие условия (b) существует yk0+1 ∈Φ(xk0), удовлетворяющий
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оценке ρY (y
k0+1, yk0)≤B ρX(xk0 , xk0−1). Отсюда, в силу предположений индукции, получаем

ρY (y
k0+1, yk0)≤BA(BA)k−1ρY

(
y0, y1

)
. Таким образом, первое из неравенств (13) при k=k0+1

справедливо.
Проверим условие импликации (8) для u

.
=xk0 , w

.
= yk0 , y

.
= yk0+1. Во-первых, имеем

ρY
(
y0, yk0+1

)
≤ ρY

(
y0, y1

)
+ ρY

(
y1, y2

)
+ . . .+ ρY

(
yk0 , yk0+1

)
≤

≤ ρY
(
y0, y1

)
+B

(
ρX(x0, x1)+ . . .+ ρX(xk0−1, xk0)

)
≤

≤ ρY
(
y0, y1

)
+B

(
A+A(BA)+ . . .+A(BA)k0−1

)
ρY

(
y0, y1

)
=

=
(
Im+BA+ . . .+(BA)k0

)
ρY

(
y0, y1

)
, (14)

следовательно ρY
(
y0, yk0+1

)
≤ (Im−BA)−1ρY

(
y0, y1

)
≤d, т. е. yk0+1∈W. Во-вторых, справед-

ливы соотношения

ρX(u0, u)+AρY (w, y)≤ ρX(x0, x1)+ . . .+ ρX(xk0−1, xk0)+AρY
(
yk0 , yk0+1

)
≤

≤ ρX(x0, x1)+ . . .+ ρX(xk0−1, xk0)+ABρX(xk0−1, xk0)≤

≤A
(
Im+ . . .+(BA)k0−1+(BA)k0

)
ρY

(
y0, y1

)
≤A(Im−BA)−1ρY

(
y0, y1

)
≤R.

Таким образом, вследствие условия (a) существует xk0+1 ∈X, удовлетворяющий соотноше-
ниям Ψ(xk0+1)∋ yk0+1, ρX(xk0+1, xk0)≤AρY

(
yk0+1, yk0

)
. Для этого элемента, учитывая (b) и

предположения индукции, получаем оценку

ρX(xk0+1, xk0) ≤ ABρX(xk0 , xk0−1) ≤ A(BA)k0ρY
(
y0, y1

)
.

Из данного неравенства следует, что

ρX(xk0+1, x0) ≤ A
(
Im + . . .+ (BA)k0

)
ρY

(
y0, y1

)
≤ A(Im −BA)−1ρY

(
y0, y1

)
, (15)

поэтому ρX(xk0+1, x0) ≤ R, т. е. xk0+1 ∈ U. Кроме того, установлено включение yk0+1 ∈
∈ Ψ(xk0+1)∩Φ(xk0)∩W.

Итак, определены последовательности {xk}⊂X, {yk}⊂ Y , удовлетворяющие соотноше-
ниям (13). Компоненты xki векторов первой последовательности при каждом i= 1, n обра-
зуют в Xi фундаментальную последовательность. Действительно, из (c) следует сходимость
∥(BA)k∥Rm→Rm → 0 при k→∞; таким образом

∀ l=1, 2, . . . ρX(xk+l, xk)≤A(BA)k
(
Im+ . . .+(BA)l−1

)
ρY

(
y0, y1

)
≤

≤A(BA)k(Im−BA)−1ρY
(
y0, y1

)
→ 0, при k→∞.

Аналогично доказывается, что в Yi фундаментальной является последовательность {yki },
i=1, n.

Так как, согласно условию (e), по крайней мере одна из фундаментальных последователь-
ностей {(xk, yk)} ⊂ gph(Ψ)

∩
(U ×W ), {(xk−1, yk)} ⊂ gph(Φ)

∩
(U ×W ) принадлежит полно-

му подпространству, то существуют ξ ∈U, y ∈W, ξ
.
= limk→∞ xk, y

.
= limk→∞ yk. Из нера-

венства (15) получаем оценку (11). Вследствие замкнутости множеств gph(Ψ)
∩
(U ×W ),

gph(Φ)
∩
(U ×W ), выполнено y ∈Ψ(ξ), y ∈Φ(ξ). Таким образом, ξ является искомым ре-

шением системы (1). Теорема доказана.
З а м е ч а н и е 1. В формулировке теоремы 1 можно заменить матрицу BA матрицей AB.

Действительно, ненулевые собственные значения, а следовательно, и спектральные радиусы
этих матриц совпадают (см. [11], с. 196). Кроме того, так как ρ(AB)= ρ(BA)< 1, то

A(Im−BA)−1=A(Im+BA+(BA)2+ . . .)=A+ABA+ABABA+ . . .=

=(In+AB+(AB)2+ . . .)A=(In−AB)−1A.
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З а м е ч а н и е 2. В теореме 1 в случае W = Y из предположения (d) можно удалить
первое неравенство, а если U =X, то лишним становится второе неравенство в (d). Таким об-
разом, если отображение Ψ:X⇒Y является векторно A -накрывающим, то для утверждения
теоремы 1 условие (d) не требуется.
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ON COVERING OF SET-VALUED MAPPINGS
IN CARTESIAN PRODUCTS OF METRIC SPACES
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For set-valued mappings acting in Cartesian product of metric spaces, the concept of vector-
covering is defined. The vector analog of the Arutyunov coincidence point theorem is proved
for set-valued mappings.
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