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Исследована краевая задача для функционально-дифференциального включения
включения, порожденного многозначным отображением, не обладающим свойством
выпуклости по переключению значений в пространстве суммируемых функций, с им-
пульсными воздействиями, зависящими от состояния фазовой траектории в момент
воздействия. Введено понятие обобщенного решения такой задачи. Найдены условия
существования обобщенного решения краевой задачи. Предложен способ нахождения
приближенного решения и дана оценка погрешности приближенного решения.
Ключевые слова: импульсное функционально-дифференциальное включение; краевая
задача; выпуклость по переключению

Обозначим через Rn n -мерное пространство вектор-столбцов с евклидовой нормой | · | ;
ρX[x;U ] – расстояние от точки x∈X до множества U ⊂X в метрическом пространстве X ;
h+X[U1;U ]≡ sup

x∈U1

ρX[x, U ] – полуотклонение по Хаусдорфу множества U1⊂X от множества U

в пространстве X ; hX [U1;U ] =max{h+X [U1;U ];h+X [U ;U1]} – расстояние по Хаусдорфу между
множествами U1 и U в пространстве X ; Ln[a, b] – пространство суммируемых по Лебегу

функций x : [a, b]→Rn с нормой ∥x∥Ln[a,b]=
b∫
a
|x(s)|ds ; Q(Ln[a, b]) – множество всех непустых

замкнутых ограниченных суммируемыми функциями подмножеств пространства Ln[a, b] .
Пусть tk ∈ [a, b] , k=1, 2, . . . ,m, (a< t1<. . .< tm<b) – конечный набор точек. Обозначим

через C̃
n
[a, b] (D̃

n
[a, b]) множество всех непрерывных (абсолютно-непрерывных) на каждом

из промежутков [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] функций x : [a, b]→Rn, имеющих пределы справа
в точках tk, k=1, 2, . . . ,m, с нормой ∥x∥C̃n

[a,b]
= sup{|x(t)| : t∈ [a, b]} (∥x∥D̃n

[a,b]
= |x(a)|+

+ ∥ẋ∥Ln[a,b]+
m∑
k=1

|∆(x(tk))|, где ∆(x(tk))=x(tk+0)−x(tk), k=1, 2, ...,m ).

Пусть y ∈ Ln[a, b] , βk, α ∈ Rn. Рассмотрим вначале линейную краевую задачу для
функционально-дифференциального уравнения следующего вида:

Lx = y, ∆(x(tk)) = βk, k = 1, 2, . . . ,m; (1)

lx = α, (2)

где L : D̃
n
[a, b]→Ln[a, b] – линейное непрерывное отображение, l : D̃

n
[a, b]→Rn – линейный

непрерывный вектор-функционал.
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Пусть задача (1), (2) однозначно разрешима. Тогда ее решение представимо в виде

x = Xα+Gy +
m∑
k=1

Gkβk, (3)

где X – фундаментальная матрица решений однородного уравнения

Lx = 0, ∆(x(tk)) = 0, k = 1, 2, . . . ,m

при условии, что l(X) =E, E – единичная n× n матрица; (Gy)(t) =
b∫
a
G(t, s)y(s)ds – опе-

ратор Грина G : Ln[a, b]→Dn[a, b] с ядром G(t, s) , называемым матрицей Грина; Gk(t) =

= χ(tk,b](t)
b∫
a
G(tk, s)ds, k=1, 2, . . . ,m, χU (·) – характеристическая функция множества U .

Применим представление (3) решения задачи (1), (2) к исследованию краевой задачи для
импульсного функционально-дифференциального включения

Lx ∈ Φ(x), ∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, 2, . . . ,m; (4)

lx ∈ φ(x), (5)

где Φ : C̃
n
[a, b]→Q(Ln[a, b]); φ : C̃

n
[a, b]→ comp[Rn]; Ik :R

n→Rn

Согласно представлению (3), задача (4),(5) эквивалентна включению

x ∈ Xφ(x) +GΦ(x) +

m∑
k=1

GkIk(x(tk)).

Приведем необходимые определения и обозначения.
Пусть Φ – непустое подмножество пространства Ln[a, b]. Выпуклой по переключению

оболочкой swΦ множества Φ , называется совокупность всех элементов вида y=
l∑

i=1
χUixi, где

xi ∈Φ, l – любое натуральное число, а произвольные измеримые множества Ui, i=1, 2, ..., l ,

осуществляют разбиение отрезка [a, b], т. е. Ui
∩
Uj=∅ при i ̸= j и

l∪
i=1
Ui=[a, b] . Пусть далее,

swΦ замыкание множества swΦ в пространстве Ln[a, b].

Под обобщенным решением задачи (4),(5) понимается функция x∈ D̃
n
[a, b], удовле-

творяющая соотношениям

Lx ∈ swΦ(x), ∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, 2, . . . ,m,

lx ∈ φ(x).

Отметим, что если x - обобщенное решение задачи (4),(5), то существуют такие z ∈φ(x)
и v ∈ swΦ(x) , что

x = Xz +Gv +

m∑
k=1

GkIk(x(tk)).

Будем называть данную функцию x : [a, b]→Rn фазовой траекторией задачи (4),(5).
Пусть q0 ∈ C̃n[a, b] , z0 ∈φ(q0) , v0 ∈Ln[a, b] . Представим функцию q0 в виде

q0 = Xz0 +Gv0 +

m∑
k=1

GkIk(q0(tk)) + e, (6)
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где e= q0−Xz0−Gv0−
m∑
k=1

GkIk(q0(tk)).

Будем говорить, что "импульсные воздействия" Ik :R
n→Rn обладают свойством A, если

найдутся такие непрерывные неубывающие функции Ĩk :R
1
+→R1

+, удовлетворяющие равен-
ству Ĩk(0)= 0, что для любых x, y ∈Rn выполняется оценка

|Ik(x)− Ik(y)| 6 Ĩk(|x− y|), k = 1, 2, ...,m.

Пусть далее для функции v0 ∈ Ln[a, b] существует функция κ ∈ L1[a, b] такая, что для
любого измеримого U ∈ [a, b] выполняется

ρLn(U)[v0, swΦ(q0)] 6
∫
U

κ(s)ds. (7)

Определим функцию ω ∈C1
+[a, b] равенством

ω(t) =

b∫
a

|G(t, s)|κ(s)ds+ |e(t)|+
m∑
k=1

GkĨk(ω(tk)), (8)

где |G(t, s)| , |e(t)| – норма в пространстве Rn матриц G(t, s) и e(t) .
Будем считать, что для любого измеримого U ∈ [a, b] и любых x, y ∈ C̃n[a, b] существует

такая функция κΦ ∈L1[a, b] и такое κφ> 0, что

hLn(U)[Φ(x),Φ(y)] 6 ∥x− y∥C̃n(U)

∫
U

κΦ(s)ds; (9)

hRn [φ(x), φ(y)] 6 κφ∥x− y∥C̃n[a,b]
; (10)

max
t∈[a,b]

b∫
a

|G(t, s)|κΦ(s)ds+ κφ max
t∈[a,b]

|X(t)| < 1. (11)

Пусть для функции ω ∈C1
+[a, b] , определенной соотношением (8), равномерно сходится ряд

∞∑
i=0

Aiω, (12)

где A0ω = ω, Aiω =A
(
Ai−1ω

)
, i= 1, 2, . . . , а непрерывный оператор A :C1

+[a, b]→C1
+[a, b]

определен равенством

(Aω̃) (t) =

 b∫
a

|G(t, s)|κΦ(s)ds+ κφ

 ∥ω̃∥.
Пусть ξ(ω) – сумма ряда (12), то есть

ξ(ω) =
∞∑
i=0

Aiω. (13)

Для любой функции ω̃ ∈C1
+[a, b] из некоторой окрестности 0 ряд (12) сходится в про-

странстве C1[a, b].
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Т е о р е м а. Пусть q0∈C̃n[a, b], z0∈φ(q0), v0∈Ln[a, b] и пусть функция q0 представима
равенством (6). Далее, пусть отображения Φ : C̃

n
[a, b]→Q(Ln[a, b]), φ : C̃

n
[a, b]→ comp[Rn]

удовлетворяют соотношениям (9)−(11) и "импульсные воздействия" Ik :R
n→Rn обладают

свойством A, k = 1, 2, ...,m. Тогда найдется обобщенное решение x задачи (4), (5), для
которого выполняются следующие оценки:

|x(t)− q0(t)| 6 ξ(ω)(t), при любом t ∈ [a, b]; (14)

|z − z0| 6 κφ max
t∈[a,b]

|X(t)| ∥ξ(ω)∥C1[a,b], при любом t ∈ [a, b]; (15)

|v(t)− v0(t)| 6 κ(t) + ∥κΦ(t)∥L1[a,b] ∥ξ(ω)∥L1[a,b], при п.в. t ∈ [a, b]. (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству теоремы о существовании
и оценках обобщенных решений импульсных функционально-дифференциальных включений
из работы [1].

Данная теорема позволяет найти приближенное обобщенное решение краевой задачи
(4), (5) путем подбора функции q0∈ C̃n[a, b]. При этом функция ξ(ω), зависящая от функций
q0, z0 ∈Rn и v0 ∈Ln[a, b], дает оценку погрешности приближенного обобщенного решения.

Полученные оценки обобщенных решений краевой задачи (4), (5) для функционально-
дифференциальных включений с правой частью, не обладающей свойством выпуклости по
переключению значений, и с импульсными воздействиями, зависящими от состояния фазовой
траектории, аналогичны оценкам, приведенным в работах [2]–[4].
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The boundary value problems for one type of impulse functional-differential inclusions which
multiple-valued map not necessarily convex-valued with respect to switching in space of
summable functions and with the impulses influences depending on a state phase trajectory
at the time of puls is considered. Concepts of the generalized solution of such task is
entered. Living conditions of the generalized solution of a boundary value problems are
found. The way of finding of the approximate generalized solution and function which gives
an assessment to an error of the approximate generalized solution is offered.
Key words: impulse functional-differential inclusion; boundary value problems; convex-
valued with respect to switching
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