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Filippova O.V. ABOUT WELL-POSEDNESS OF A CONTROLLABLE IMPULSE SYSTEM WITH
DELAY AND WITH PHASE CONSTRAINTS ON CONTROL

A controllable impulse system with delay and with phase constraints on control is considered. It is
shown that if at some point of parameter the set of the system phase trajectories is a-priori bounded,
then it is a-priori bounded for all parameter values from some neighborhood of this point. The deviation
estimates of the phase trajectories set from a given function are obtained in the space of piecewise
continuous functions. The continuous dependence of phase trajectories on parameters and on the initial
data is derived.
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В работе исследуются асимптотики цен для антагонистических динамических играх с
платежами, усредненными по времени в силу заданного направленного семейства ве-
роятностных распределений (в том числе равномерные распределения на все больших
промежутках и экспоненциальные распределения с все меньшим параметром дискон-
тирования). Исследуются условия как на игру, так и на возможные семейства распре-
делений, при которых асимптотика цен не зависит от выбора семейства.

Рассмотрим два семейства интегралов:

λ

∫ 1
λ

0
g(t) dt (среднее по Чезаро), λ

∫ ∞

0
e−λtg(t) dt (среднее по Абелю).

Как было показано Феллером (а для последовательностей еще Харди) для всякой ограни-
ченной функции g , если одно из выражений имеет предел (при λ ↓ 0 ), то такой предел
имеет место и для другого выражения, и эти пределы совпадают. Такого рода асимптоти-
ческие результаты называют тауберовыми теоремами

Можно поставить вопрос о равенстве асимптотик и в теории управления, в том числе для
антагонистических игр. Пусть имеется некоторая динамическая система, движение которой
определяют один (задача управления) или два (антагонистическая игра) игрока. Пусть для
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всякого реализовавшегося движения z корректно определены два семейства интегральных
показателей:

λ

∫ 1
λ

0
g
(
z(t)

)
dt (среднее по Чезаро), λ

∫ ∞

0
e−λtg

(
z(t)

)
dt (среднее по Абелю).

Каждый интегральный показатель вообще говоря задает свою задачу (или игру), а значит
и цену (как функцию от начального положения). Для каждого направленного семейства
показателей получаем направленное семейство цен. Оказывается из существования асимп-
тотики для одного из них, следует та же асимптотика и для другого семейства.

Для задач управления это было показано в [1]: если имеется равномерный предел цен
для одного из семейств, то такой же предел имеет место и для другого семейства, и эти
пределы совпадают. Соответствующая тауберова теорема имеет место для дифференци-
альных игр, см. [2]. Общий результат для динамических игр показан в [3]. Независимо от
этих работ, общий случай для стохастических игр с дискретным временем рассмотрен в
[4]. Первым же в этом ряду следует ставить классический результат [5]: с помощью соот-
ветствующей (показанной там же) тауберовой теоремы было доказано существование цены
игры в стохастической игре с конечным числом состояний и действий.

Помимо семейств λ1[0,1/λ], λe−λt (равномерных и экспоненциальных распределений)
можно рассмотреть произвольные семейства вероятностных распределений, и с каждым из
них — асимптотическое поведение получившихся цен в соответствующих играх. Подобный
результат (о совпадении асимптотик вне зависимости от выбора семейства распределений
из достаточно широкого класса) был показан в [6] для задач управления с дискретным
временем.

Для дифференциальных игр тауберова теорема с вероятностными распределениями до-
статочно общего вида показана в [7], здесь анонсируется соответствующий результат для
динамических игр, см. [8].

Постановка игры
Пусть даны:

• множество Ω состояний;

• множество K допустимых процессов как некоторое подмножество отображений из
R>0 в Ω ;

• текущий платеж g : Ω 7→ [0, 1].

Пусть они таковы, что для всякого процесса z ∈ K, отображение t 7→ g
(
z(t)

)
измеримо по

Борелю.

Для каждого ω ∈ Ω через Γ(ω) обозначим множество всех допустимых процессов z ∈
∈ K , начинающихся в ω .

Назовем множество A ⊂ K стратегией, если для всякой начальной позиции ω ∈ Ω
множество A ∩ Γ(ω) непусто.

Пусть первый игрок желает максимизировать суммарный платеж; второй игрок — ми-
нимизировать. Пусть каждый из них обладает также своим семейством стратегий (множе-
ствами A⇑ , A⇓ соответственно).

Рассмотрим пока в качестве суммарного платежа произвольную функцию c : K → [0, 1].
В зависимости от того, кто из игроков предъявляет другому свою стратегию, фактически
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предоставляя ему выбор процесса, реализующегося в ходе игры, мы получаем цены:

V ♭[c](ω)
△
= sup
A∈A⇑

inf
z∈A∩Γ(ω)

c(z) ∀ω ∈ Ω,

V ♯[c](ω)
△
= inf
B∈A⇓

sup
z∈B∩Γ(ω)

c(z) ∀ω ∈ Ω.

В силу ограниченности c , и того, что все элементы в A⇑ , A⇓ — стратегии, эти цены
корректно определены.

Требования на стратегии игроков
Прежде всего потребуем:

(s) множество A ∩B ∩ Γ(ω) непусто для всех A ∈ A⇑, B ∈ A⇓, ω ∈ Ω .

Это условие используется лишь для того, чтобы обеспечить неравенство V ♭[c] 6 V ♯[c] .
Пусть τ ∈ R>0, z

′, z′′ ∈ K таковы, что z′(τ) = z′′(0). Тогда можно ввести их «склейку» —
конкатенацию — z′ ⋄τ z′′. Теперь для всякой пары стратегий A′, A′′ и момента времени τ ∈
∈ R>0 определим «склейку» этих стратегий правилом:

A′ ⋄τA′′△=
{
z′ ⋄τ z′′ | z′ ∈ A′, z′′ ∈ A′′, z′(τ) = z′′(0)

}
.

Потребуем также, чтобы каждое из семейств A⇑ , A⇓ также было:

(ω) позиционно в начальный момент: для всякого отображения ξ : Ω → A

∃C ∈ A ∀ω ∈ Ω ξ(ω) ∩ Γ(ω) = C ∩ Γ(ω);

(⋄) замкнуто относительно конкатенации ⋄ : ∀τ > 0, C ′, C ′′ ∈ A C ′ ⋄τ C ′′ ∈ A;

(τ) инвариантно относительно сдвига по времени назад; при любых C ∈ A , τ > 0 для
некоторого C ′ ∈ A выполнено C = C ⋄τ C ′.

Аксиома (ω) нужна, чтобы для всякого ε > 0 гарантировать каждому игроку суще-
ствование стратегии, ε -оптимальной для всех начальных позиций сразу. Фактически, с
помощью (ω), (⋄) , каждый игрок может уже в начале игры запланировать переключение
в определенный заранее момент времени с одной стратегии на другую, воспользовавшись
при этом информацию о реализовавшейся в этот момент позиции.

О платежной функции в силу вероятностного распределения
Рассмотрим произвольную измеримую по Борелю, суммируемую функцию ̺ из

B(R>0,R>0) со свойством

lim
T→∞

∫ T

0
̺(t) dt = 1.

Введем платежную функцию ∁[̺ ] : K → [0, 1] следующим правилом:

∁[̺ ](z)
△
=

∫ ∞

0
̺(t)g

(
z(t)

)
dt ∀z ∈ K.

Поскольку ∁[̺ ] ограничено, корректно определены при любых ω ∈ Ω :

Υ ♭[̺ ](ω)
△
= V ♭

[
∁[̺ ]

]
(ω) = sup

A∈A⇑

inf
z∈A∩Γ(ω)

∫ ∞

0
̺(t)g

(
z(t)

)
dt ∈ R,

Υ ♯[̺ ](ω)
△
= V ♯

[
∁[̺ ]

]
(ω) = inf

B∈A⇓

sup
z∈B∩Γ(ω)

∫ ∞

0
̺(t)g

(
z(t)

)
dt ∈ R.
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Из (τ) и (ω) следует (см. [3]) выполнение для цен Υ ♭,Υ ♯ принципа динамического
программирования. В частности, всюду далее аксиома (τ) может быть опущена, если этот
принцип верен для Υ ♭,Υ ♯ ; или верен некоторый его асимптотический аналог, см [8].

Для всякой плотности ̺ и числа r ∈ (0, 1) введем квантиль q[̺ ](r) как минимальное
число со свойством ∫ q[̺ ](r)

0
̺(t) dt = r.

Далее, для всякого отрезка [a, b] ⊂ R и функции f : [a, b) → R ∪ {∞} обозначим через
V arba[f ] полную вариацию функции f на [a, b] .

Основной результат
Т е о р е м а 1. Пусть семейства A⇑,A⇓ стратегий удовлетворяют аксиомам

(τ), (ω), (⋄), (s).
Если функция V∗ : Ω → [0, 1] является при λ → +0 общим равномерным на Ω преде-

лом у цен Υ ♭[̺λ],Υ
♯[̺λ] :

lim
λ↓0

Υ ♯[̺λ](ω) = lim
λ↓0

Υ ♭[̺λ](ω) = V∗(ω) ∀ω ∈ Ω

для семейства λe−λt (λ > 0) или семейства λ1[0,1/λ] (λ > 0) вероятностных распределе-
ний, то функция V∗ является общим равномерным на Ω пределом для всякого семейства
вероятностных распределений, удовлетворяющего условиям

lim
λ↓0

∫ T

0
̺λ(t) dt = 0 ∀T > 0,

lim
λ↓0

V ar
q[̺λ](r)
0 [ln ̺λ] ∈ R ∀r ∈ [0, 1).

Доказательство этого результата см. в [8].

Первое из условий, предъявляемых для семейств вероятностных распределений, фак-
тически требует лишь, чтобы никакой конечный промежуток не давал значимый вклад в
усредненный платеж. Второе условие обеспечивает для разных промежутков асимптотиче-
ски сравнимые между собой вклады в усредненный платеж.

З а м е ч а н и е 1. В качестве семейств вероятностных распределений, удовлетворяющих
этим двум условиям, можно взять семейство λe−λt (λ > 0) или семейство λ1[0,1/λ] (λ > 0) .

З а м е ч а н и е 2. Теорема 1 содержит тауберову теорему для динамических игр
(достаточно ограничиться семействами из замечания 1).

З а м е ч а н и е 3. В случае, если верхние и нижние цены заведомо совпадают (игры
имеют седловую точку), в теореме достаточно проверить один равномерный предел.

З а м е ч а н и е 4. Вообще говоря, опустить условие равномерности предела нельзя даже
в тауберовой теореме для задач управления, соответствующий контрпример смотрите в [1].
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Khlopin D.V. ON ASYMPTOTIC VALUE FUNCTION FOR DYNAMIC GAMES WITH LONG-
TIME-AVERAGE PAYOFF

The work is devoted to value functions of dynamic zero-sum games. The asymptotics of value functions
is considered when each payoff averages over time by a given probability density (in particular for long-
time-average payoff and discounted average payoff). For dynamics and families of probability densities,
we found the conditions guaranteeing that the asymptotics, if present, is independent of the chosen family
of probability densities.

Key words: dynamic games; Abel mean; Cesaro mean; infinite horizon; dynamic programming prin-
ciple; probability density; asymptotic value function.
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О ЗАДАЧАХ УПРАВЛЕНИЯ НА БЕСКОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ С
ЛОКАЛЬНО ЛИПШИЦЕВОЙ ФУНКЦИЕЙ ЦЕНЫ
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Ключевые слова: задача управления; задача на бесконечном промежутке; необходимые
условия оптимальности; принцип максимума Понтрягина; функция цены; скрытая це-
на; предельный градиент.
Принцип максимума Понтрягина является необходимым условием оптимальности в за-
дачах управления на бесконечном промежутке, однако в таких задачах он может ока-
заться вырожденным. Аннонсируется, что если у задачи управления функция цены
существует и липшицева, то принцип максимума выполнен в нормальной форме, а
сопряженная переменная (из решения соотношений принципа максимума) будет гра-
диентом функции цены (скрытой ценой).

Для задач управления на бесконечном промежутке времени принцип максимума Понт-
рягина является необходимым условием оптимальности [1], но его применение затрудня-
ется следующим: 1) он не содержит (см. [2, § 6]) удобного условия на выбор сопряженной
переменной, 2) множитель Лагранжа при целевой функции может равняться нулю даже в
задачах со свободным правым концом.
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