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В работе рассмотрена линейная управляемая система с локально интегрируемыми и
интегрально ограниченными коэффициентами. Для неё введено понятие равномерной
глобальной квазидостижимости и установлено, что наличие свойства равномерной гло-
бальной квазидостижимости двумерной рассматриваемой системы является достаточ-
ным условием для её глобальной ляпуновской приводимости.

Пусть дана линейная нестационарная управляемая система

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm, t > 0, (1)

в которой матрицы-функции A(·) и B(·) являются локально интегрируемыми и интеграль-
но ограниченными [1, с. 252]. Если управление u задано по принципу линейной обратной
связи u = U(t)x, где (m × n) -матрица U предполагается измеримой и ограниченной, то
система (1) переходит в однородную систему с локально интегрируемыми и интегрально
ограниченными коэффициентами

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ Rn, t > 0. (2)

Наряду с системой (2) рассмотрим также произвольную систему

ż = D(t)z, z ∈ Rn, t > 0, (3)

с измеримой и интегрально ограниченной матрицей коэффициентов D.
Задача о глобальной ляпуновской приводимости [2, с. 259] линейной системы (2) заклю-

чается в нахождении для системы (1) такого измеримого и ограниченного управления, при
котором система (2) с этим управлением будет асимптотически эквивалентна (кинемати-
чески подобна) [2, с. 56–57] системе (3). Это значает [2, с. 57–58], что будет существовать
такое линейное преобразование x = L(t)z, связывающее системы (2) и (3), где матрица L(t)
(матрица Ляпунова) для всякого t > 0 обратима, кусочно непрерывно дифференцируема,
и для неё имеет место неравенство

sup
t>0

‖L(t)‖ + sup
t>0

‖L̇(t)‖ + sup
t>0

‖L−1(t)‖ < +∞.

Здесь ‖·‖ — спектральная (операторная) норма матриц [3, c. 355], то есть матричная норма,
индуцированная евклидовой нормой в Rn.

Е.Л. Тонковым было предложено изучать вопрос о наличии свойства глобальной ляпу-
новской приводимости у системы (2) в предположении равномерной полной управляемости
системы (1).

О п р е д е л е н и е 1. [4, 5] Система (1) называется равномерно вполне управляемой,
если существуют такие числа σ > 0 и γ > 0, что при любых t0 > 0 и x0 ∈ Rn на отрезке
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[t0, t0 + σ] найдется измеримое и ограниченное управление u, при всех t ∈ [t0, t0 + σ]
удовлетворяющее неравенству ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖ и переводящее вектор начального состояния
x(t0) = x0 системы (1) в ноль на этом отрезке.

На основании предложенного подхода Е.К. Макаровым и С.Н. Поповой в 1999 году
была доказана [6] глобальная ляпуновская приводимость двумерной системы (2) с кусочно-
непрерывными и ограниченными коэффициентами в случае кусочной равномерной непре-
рывности матрицы B. Позже на основании работы [6] С.Н. Поповой показано [7], что для
n -мерной периодической системы (1) равномерная полная управляемость является доста-
точным условием глобальной ляпуновской приводимости соответствующей однородной си-
стемы (2).

Необходимо отметить, что указанные выше результаты получены для систем, у кото-
рых матрица B обладает свойством кусочной равномерной непрерывности (такие системы
можно назвать медленно изменяющимися). В случае же отказа от наличия такого свой-
ства, то есть при рассмотрении систем (1) с кусочно-непрерывными и ограниченными либо
с локально интегрируемыми и интегрально ограниченными коэффициентами, методы, со-
зданные для медленно изменяющихся систем, оказываются неприменимыми [2, с. 346], и
вопрос о глобальной ляпуновской приводимости систем (1) остаётся открытым.

О п р е д е л е н и е 2. [8] Для произвольного r > 1 обозначим множество матриц

G(r) := {H ∈Mn : detH > 1/r, ‖H‖ < r}.

Система (2) называется равномерно глобально достижимой, если для некоторого T > 0
при любом r > 1 существует такое число d = d(r) > 0, что для всякой матрицы H ∈
∈ G(r) и произвольного t0 > 0 на отрезке [t0, t0 + T ] найдётся такое кусочно-непрерывное
и ограниченное управление U, удовлетворяющее условию ‖U‖ 6 d для всех t ∈ [t0, t0 +
+ T ], при котором для матрицы Коши XU (t, s), t, s > 0, системы (2) с этим управлением
обеспечивается равенство XU (t0 + T, t0) = H.

Известно [8], что наличие у системы (2) свойства равномерной глобальной достижимо-
сти является достаточным условием её глобальной ляпуновской приводимости. В данной
работе нами установлено, что для двумерных систем с локально интегрируемыми и инте-
грально ограниченными коэффициентами достаточным условием глобальной ляпуновской
приводимости является более слабое, по сравнению с понятием равномерной глобальной
достижимости, условие — наличие у системы (2) свойства равномерной глобальной квази-
достижимости.

О п р е д е л е н и е 3. Для произвольного r > 1 обозначим множество верхнетреугольных
матриц с положительными диагональными элементами

G△(r) := {H ∈Mn : detH > 1/r, ‖H‖ < r}.

Система (2) обладает свойством равномерной глобальной квазидостижимости, если для
некоторого T > 0 при любых r > 1 и t0 > 0 для всякой матрицы H ∈ G△(r) на отрезке
[t0, t0+T ] найдутся такое число d = d(r) > 0 , ортогональная матрица F ∈Mn и измеримое
и ограниченное управление U, удовлетворяющее условию ‖U‖ 6 d для всех t ∈ [t0, t0 +
+ T ], при котором для матрицы Коши XU (t, s), t, s > 0, системы (2) с этим управлением
обеспечивается равенство XU (t0 + T, t0) = X(t0 + T, t0)FHF

−1, где X(t, s), t, s > 0 —
матрица Коши системы (2) с нулевым управлением.

Имеет место
Т е о р е м а 1. Пусть n = 2 и m ∈ {1, 2}. Если система (2) равномерно глобально

квазидостижима, то она глобально ляпуновски приводима.
Связь свойства равномерной полной управляемости системы (1) со свойством равномер-

ной глобальной квазидостижимости соответствующей однородной системы (2) устанавливает
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Т е о р е м а 2. Пусть n = 2 и m ∈ {1, 2}. Если система (1) обладает свойством рав-
номерной полной управляемости, то соответствующая однородная система (2) обладает
свойством равномерной глобальной квазидостижимости.

Из теорем 1 и 2 очевидным образом вытекает

С л е д с т в и е 1. Пусть n = 2 и m ∈ {1, 2}. Если система (1) обладает свойством
равномерной полной управляемости, то соответствующая однородная система (2) гло-
бально ляпуновски приводима.
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Ints I.V., Kozlov A.A. GLOBAL LYAPUNOV REDUCIBILITY AND UNIFORM GLOBAL QUASI-
ATTAINABILITY OF LINEAR DIFFERENTIAL SYSTEMS

The paper considers the linear control system with locally integrable and integrally bounded coeffi-
cients. For her, we have defined the concept of uniform global quasi-attainability, and found that the
presence of property of uniform global quasi-attainability of observe two-dimensional system a sufficient
condition for its global Lyapunov reducible.
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