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В настоящей статье изучается операторное уравнение с линейным сюръективным опе-
ратором A , который может быть не замкнут, но обладает непрерывным правым об-
ратным отображением. Рассматривается теорема существования множества решений
операторного уравнения A(x) = f(x) , где A — линейный сюръективный оператор, а
f — вполне непрерывное отображение, и приводятся приложения этой теоремы.

Пусть E1, E2 — банаховы пространства, A : D(A) ⊂ E1 −→ E2 — линейный сюръек-
тивный оператор.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что оператор A является квазиобратимым, если
у оператора A существует правое обратное непрерывное отображение p : E2 → E1 , т. е.
такое отображение p , что A(p(y)) = y для любого y ∈ E2 . В этом случае отображение p
будем называть квазиобратным к оператору A .

В дальнейшем будем пологать, что оператор A : D(A) ⊂ E1 −→ E2 квазиобратим и p
является отображением квазиобратным к A .

Примеры квазиобратимых операторов и их свойства приведены в [1], [2], [3].

Пуcть V ⊂ E1 — ограниченное открытое множество, f : V → E2 — непрерывное
отображение. N(A, f) — множество решений уравнения A(x) = f(x) .

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что отображение f является (A, p) -вполне
непрерывным, если композиция p ◦ f является вполне непрерывным отображением.

Т е о р е м а 1. Пусть существует такое квазиобратное к оператору A отображение
p , что отображение f является (A, p) -вполне непрерывным отображением и q = p ◦ f :
V → E1 не имеет неподвижных точек на ∂V .

Если топологическая степень γ(i− q, ∂V ) 6= 0 , то N(A, f) 6= Ø.

Если же кроме этого dim(Ker(A)) > 0 , то N(A, f) ∩ ∂V 6= Ø и dim(N(A, f)) >
> dim(Ker(A)).

При доказательстве этой теоремы используются свойства топологической степени впол-
не непрерывных отображений [4] и теоремы о топологической размерности множества непо-
движных точек многозначных отображений, доказанные в работе [5]. Доказательство тео-
ремы 1 см. [1].

Рассмотрим следствие из теоремы 1.
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Пусть BR[0] — замкнутый шар радиуса R с центром в нуле пространства E1 . Пусть
существует число m > 0 такое, что для любого y ∈ E2 выполняется неравенство:

||p(y)|| 6 m||y||.
Обозначим ||p|| = inf {m | y ∈ E2, ||p(y)|| 6 m||y||} .

Т е о р е м а 2. Пусть f : E1 → E2 является (A, p) -вполне непрерывным отображе-
нием. Если существуют такие числа c > 0 и d > 0 , что ||f(x)|| 6 c||x|| + d для любого
x ∈ E1 и c||p|| < 1 , то N(A, f) 6= Ø .

Если, кроме того, dim(Ker(A)) > 0 , то dim(N(A, f)) > dim(Ker(A)) .

Доказательство. Пусть R — некоторое положительное число. Очевидно, что для любого
x ∈ BR[0] выполнено неравенство

||p(f(x))|| 6 ||p|| ||f(x)|| 6 ||p||c||x|| + ||p||d.
Также заметим, что если ||p||cR+ ||p||d < R , то

R >
||p||d

1 − ||p||c .

Таким образом, если R > ||p||d
1−||p||c , то композиция p ◦ f : BR[0] → BR[0] и на границе

шара BR[0] не имеет неподвижных точек. Тогда

γ(i− p ◦ f,BR[0]) = 1.

Так как число R может принимать любые достаточно большие значения, то утвержде-
ние теоремы вытекает из теоремы 1. Теорема доказана.

Рассмотрим применение теоремы 1 к изучению вырожденных дифференциальных урав-
нений в банаховых пространствах.

Пусть E1, E2, ..., En+1 — банаховы пространства,

Ai : D(Ai) ⊂ Ei → Ei+1,

где i = 1, 2, ..., n являются замкнутыми сюръективными линейными операторами. Опреде-
лим оператор

C = An ◦An−1 ◦ ... ◦A1.

Областью опеределения этого оператора является множество

D(C) = A−1
1 (A−1

2 (...(A−1
n−1(D(An)))...)).

Пусть x0 ∈ D(C) — некоторая точка, BR[x0] — замкнутый шар радиуса R с центром в
x0 , BR[x0] = {x ∈ E1 | ||x− x0|| 6 R} , f : [0, T ] × BR[x0] → En+1 — вполне непрерывное
отображение.

Рассмотрим задачу:

C(x′(t)) = f(t, x(t)), x(0) = x0.

Решением задачи на промежутке [0, h] , 0 < h 6 T , называется непрерывно дифферен-
цируемая функция x∗ : [0, h] → D(C) ⊂ E1 такая, что

C(x′∗(t)) = f(t, x∗(t))

1121



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 20, вып. 5, 2015

для любого t ∈ [0, h] и x∗(0) = x0.

Имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а 3. При сделанных предположениях существует число h0 > 0 такое, что
задача C(x′(t)) = f(t, x(t)), x(0) = x0 имеет решение на промежутке [0, h0] .
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Gubina S.S. ABOUT OPERATOR EQUATIONS WITH SURJECTIVE QUASI INVERTIBLE
OPERATORS

This article examines operator equation with a linear surjective operator A which can be not closed,
but has a continuous right inverse mapping. The existence theorem for the solutions set of the operator
equation A(x) = f(x) , where A is a surjective linear operator, and f is a completely continuous
mapping, is proven; the applications of the theorem are considered.
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Рассматривается задача о построении внешних аппроксимаций пучков траекторий
нелинейной управляемой системы с фазовыми ограничениями. Изучается аналог мето-
да штрафных функций, состоящий в замене исходной системы с фазовыми ограниче-
ниями вспомогательной системой без ограничений.
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