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1. Введение

Многие реальные явления и процессы обладают тем свойством, что их текущее состояние
зависит только от "прошлого" и "настоящего", но не от "будущего". Динамика таких систем
описывается при помощи операторов Вольтерры. По-видимому, впервые свойство вольтеррово-
сти оператора было сформулировано А.Н. Тихоновым [1]: "Функциональный оператор V (t, ϕ)
мы будем называть функциональным оператором типа Volterra, если его величина определе-
на значениями функции ϕ(τ) в промежутке 0≤ τ < t ." Наиболее известным и изученным
типом операторов Вольтерры являются интегральные операторы. Также, наряду с классиче-
ским определением А.Н. Тихонова, существует ряд его обобщений (см. [2] и библиографию
этой работы).

Возвращаясь к проблеме математического описания реальных явлений и процессов, следу-
ет отметить, что важным свойством математической модели, обусловливающим ее примени-
мость, является корректность модели, т. е. однозначная разрешимость соответствующих моде-
лирующих уравнений и непрерывная зависимость решения от параметров модели. В общей по-
становке вопросы корректности математических моделей на основе уравнений с операторами,
обладающими свойством вольтерровости в смысле А.Н. Тихонова и в его абстрактной трактов-
ке, были исследованы в работах [3] и [2], соответственно. Такая общая постановка задач поз-
волила применить полученные результаты, например, к функционально-дифференциальным
уравнениям и управляемым системам. Для функционально-дифференциальных включений,
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содержащих многозначные вольтерровые по А.Н. Тихонову отображения, вопросы разреши-
мости и непрерывной зависимости множества решений от параметров были рассмотрены в [4]
и [5].

В настоящей работе мы сформулируем теоремы о разрешимости абстрактных включе-
ний Вольтерры и непрерывной зависимости множества решений от параметров. Аналогичные
утверждения будут приведены для функционально-дифференциального включения с откло-
няющимся аргументом.

2. Разрешимость абстрактных включений Volterra
и непрерывная зависимость решений от параметра

Обозначим Rm – m -мерное вещественное векторное пространство с нормой | · | . Пусть W
и Λ – некоторые метрические пространства с метриками ρW и ρΛ, соответственно; BW (w, r)
– открытый шар радиуса r в точке w ∈W . Для произвольного метрического пространства
M обозначим Cl(M) – множество всех замкнутых подмножеств M .

Пусть в W определено отношение эквивалентности ∼ . Для любых двух классов эквива-
лентности w1 , w2 положим

d(w1, w2) = inf
w1∈w1, w2∈w2

ρ(w1, w2). (2.1)

Будем предполагать выполнение следующих условий: для всякого w ∈W класс эквива-
лентности w замкнут; для любых классов w1, w2∈W/∼ и для всякого представителя w1∈w1

существует такой элемент w2∈w2 , что имеет место неравенство d(w1, w2)≥ ρ(w1, w2)− ε . То-
гда (2.1) определяет метрику в W/∼ , причем полнота пространства W влечет за собой
полноту фактор-пространства W/∼ (см. [6]).

Поставим в соответствие каждому γ ∈ [0, 1] некоторое отношение эквивалентности υ(γ) .
Предположим, что совокупность υ= {υ(γ), γ ∈ [0, 1]} рассматриваемых отношений удовлетво-
ряет условиям:

v0) значению γ=0 соответствует отношение υ(0)=W 2 (т.е. любые два элемента являются
υ(0) -эквивалентными);

v1) значению γ=1 соответствует отношение равенства (т.е. никакие два разных элемента
не вступают в отношение υ(1) );

v ) если γ1>γ2 , то υ(γ1)⊆υ(γ2) (любые два υ(γ1) -эквивалентных элемента будут υ(γ2) -
эквивалентными, если γ1>γ2 ).

О п р е д е л е н и е 2. 1. Многозначное отображение Ψ :W →Cl(W ) будем называть
вольтерровым на системе υ отношений эквивалентности (вольтерровым на υ ), если для
каждого γ ∈ [0, 1] и любых w1, w2 ∈W из (w1, w2) ∈ υ(γ) следует (ŵ1, ŵ2)∈ υ(γ) при всех
(ŵ1, ŵ2)∈Ψw1 ×Ψw2 . Таким образом, вольтерровое отображение сохраняет отношение экви-
валентности при любом γ ∈ [0, 1] , отображая эквивалентные элементы множества W в экви-
валентные множества (то есть подмножества одного и того же класса эквивалентности).

Определение 2.1 естественным образом обобщает понятие вольтеррового по А.Н. Тихонову
отображения (см. [1]).

Всюду ниже будем предполагать, что (W,ρW ) – полное метрическое пространство с задан-
ной на нем системой υ отношений эквивалентности, удовлетворяющей условиям v0), v1), v ) .
Также предположим, что для любых γ ∈ (0, 1) и w ∈W соответствующий класс υ(γ) -экви-
валентности wγ замкнут и фактор-множество W/υ(γ) является полным метрическим про-
странством с расстоянием

dW/υ(γ)(w
1
γ , w

2
γ) = inf

w1∈w1
γ , w

2∈w2
γ

ρW (w1, w2).
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Рассмотрим следующее включение
w ∈ Ψw, (2.1)

где Ψ :W →Cl(W ) – вольтерровое на семействе υ многозначное отображение.

Для любого γ ∈ (0, 1) определим каноническую проекцию Πγ :W →W/υ(γ) как отобра-
жение, ставящее каждому w ∈W его класс эквивалентности wγ . Для многозначного воль-
террова на семействе υ отображения Ψ :W →Cl(W ) определим многозначное отображение
Ψγ :W/υ(γ)→Cl(W/υ(γ)) следующим образом: Ψγwγ={Πγw,w∈Ψw} , где w – произвольный
элемент wγ .

О п р е д е л е н и е 2. 2. Будем называть γ -локальным решением включения (2.1) ,
γ ∈ (0, 1) , класс эквивалентности wγ ∈W/υ(γ) , удовлетворяющий включению wγ ∈Ψγwγ .
Отождествляя элемент w , удовлетворяющий (2.1) , с его классом υ(1) -эквивалентности w ,
будем считать его глобальным решением ( 1 -локальным решением) включения (2.1) . Если
wη и wξ – η - и ξ -локальные решения включения (2.1) , 0< ξ < η ≤ 1 , удовлетворяющие
соотношению wξ ⊆wη , то будем называть wη сужением решения wξ , а wξ – продолжени-
ем решения wη . Назовем γ -предельно продолженным решением включения (2.1) , γ ∈ (0, 1] ,
отображение wγ) , которое ставит в соответствие всякому ξ ∈ (0, γ) ξ -локальное решение wξ

и удовлетворяет следующим двум условиям:

• для любых η, ξ , 0<η<ξ <γ , выполнено wξ ⊆wη ;

• для произвольного w0 ∈W выполнено lim
ξ→γ−0

d(wξ , w
0
ξ )=∞ .

В этом случае γ -предельно продолженное решение wγ) назовем продолжением wξ , а класс
wξ – сужением wγ) .

Обозначим через hW/υ(γ) метрику Хаусдорфа в Cl(W/υ(γ)) , порожденную расстоянием
dW/υ(γ) .

О п р е д е л е н и е 2. 3. Вольтерровое на системе υ многозначное отображение Ψ :W →
→ Cl(W ) назовем локально сжимающим на системе υ, если существуют элемент w0 ∈W
и число q < 1 , такие что для любого r > 0 найдется δ > 0 , при котором выполнены условия:

• для произвольных w1
δ , w

2
δ ∈BW/υ(δ)(w

0
δ , r) (w0

δ ∈Πδw
0) выполнено

hW/υ(δ)(Ψδw
1
δ ,Ψδw

2
δ) ≤ qdW/υ(δ)(w

1
δ , w

2
δ);

• для произвольных γ∈ (0, 1) , w1
γ+δ, w

2
γ+δ∈BW/υ(γ+δ)(w

0
γ+δ, r) (w0

γ+δ∈Πγ+δw
0) таких, что

(w1
γ+δ, w

2
γ+δ)∈ υ(γ) , справедливо

hW/υ(γ+δ)(Ψγ+δw
1
γ+δ,Ψγ+δw

2
γ+δ) ≤ qdW/υ(γ+δ)(w

1
γ+δ, w

2
γ+δ).

Т е о р е м а 2. 1. Пусть многозначое отображение Ψ является вольтерровым на системе
υ и локально сжимающим на этой системе.

Тогда включение (2.1) локально разрешимо и всякое его локальное решение продолжаемо
до глобального или предельно продолженного решения.

Рассмотрим теперь следующее включение

w ∈ F (w, λ), (2.2)
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содержащее параметр λ∈Λ . Предположим, что для всякого λ∈Λ многозначное отображение
F (·, λ) :W →Cl(W ) вольтеррово на семействе υ .

При каждом λ∈Λ определим понятия локального, глобального и предельно продолжен-
ного решений включения (2.2) в соответствии с определением 2.2.

О п р е д е л е н и е 2. 4. Вольтерровы отображения F (·, λ) :W →Cl(W ) , λ∈Λ , назовем
в совокупности локально сжимающими на семействе отношений эквивалентности υ , если
при любом λ∈Λ отображение F (·, λ) :W →Cl(W ) является локально сжимающим на υ с
константами q и δ(r) , не зависящими от λ∈Λ .

Для любых γ ∈ (0, 1) , λ∈Λ обозначим через Sγ(λ) и S(λ) множества γ -локальных ре-
шений и глобальных решений включения (2.2) , соответственно.

Т е о р е м а 2. 2. Пусть выполнены следующие условия:

1) многозначные отображения F (·, λ) :W →Cl(W ) , λ∈Λ в совокупности локально сжи-
мающие на семействе υ ;

2) многозначное отображение F :W ×Λ→Cl(W ) полунепрерывно снизу (в метрике Ха-
усдорфа) в точке (w, λ0) равномерно по всем w∈W .

Тогда при каждом λ ∈ Λ включение (2.2) локально разрешимо и всякое его локальное
решение продолжаемо до глобального или предельно продолженного решения.

Если включение (2.2) имеет глобальное решение w0 =w0 при λ=λ0 , тогда для любого
λ , достаточно близкого к λ0 , оно также имеет глобальное решение w=w(λ) , множество
S(λ) замкнуто и многозначное отображение λ 	→S(λ) полунепрерывно снизу в точке λ0 .

Если включение (2.2) имеет предельно продолженное решение w0ζ) при λ= λ0 , тогда
при любом γ ∈ (0, ζ) найдется такая окрестность λ0 , что при всяком λ из этой окрест-
ности включение (2.2) имеет локальное решение wγ =wγ(λ) , множество Sγ(λ) замкнуто
и многозначное отображение λ 	→Sγ(λ) полунепрерывно снизу в точке λ0 .

3. Разрешимость задачи Коши для дифференциального включения
с отклоняющимся аргументом и непрерывная зависимость решений от параметра

Будем использовать следующие обозначения: μ – мера Лебега на прямой R ; L([a, b], μ,Rn)–

пространство измеримых суммируемых функций y : [a, b]→ Rn с нормой ‖y‖L =
b∫
a
|y(s)|ds ;

L∞([a, b], μ,Rn) – пространство измеримых существенно ограниченных функций y : [a, b]→ Rn

с нормой ‖y‖L∞ = vrai sup
t∈[a,b]

|y(t)| ; AC([a, b], μ,Rn) – пространство таких абсолютно непрерыв-

ных функций x : [a, b]→ Rn, что ẋ∈L([a, b], μ,Rn) , с нормой ‖x‖AC = |x(a)|+ ‖ẋ‖L .
Рассматривается задача Коши для дифференциального включения с отклоняющимся ар-

гументом
ẋ(t) ∈ F (t, x(h(t, λ)), λ), t ∈ [−T, T ], λ ∈ Λ (3.1)

x(0) = x0(λ). (3.2)

Здесь x0 :Λ)∈Rn, при каждом λ∈Λ функция h(·, λ) : [−T, T ]→ [−T, T ] измерима, причем
для всякого t∈ [−T, T ] выполнено |h(t, λ)| ≤ |t| . Будем предполагать, что при каждом λ∈Λ
многозначное отображение F (·, ·, λ) : [−T, T ]×Rn→Cl(Rn) удовлетворяет условиям Каратео-
дори, т. е.

k1) для всех фиксированных x∈Rn многозначное отображение F (·, x, λ) : [−T, T ]→Cl(Rn)
измеримо;

k2) для почти всех фиксированных t∈ [−T, T ] многозначное отображение F (t, ·, λ) :Rn→
→ Cl(Rn) непрерывно;
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k3) для любого числа r>0 существует такая суммируемая функция gr ∈ L([−T, T ], μ,R) ,
что для всех x∈Rn , удовлетворяющих условию |x|� r , выполнено

hRn(F (t, x, λ), {0}) � gr(t)

при почти всех t∈ [a, b] и любых λ∈Λ .
О п р е д е л е н и е 3. 1. Пусть γ∈ (0, T ) , ζ ∈ (0, T ] . Будем называть локальным решением

задачи (3.1), (3.2), определенным на [−γ, γ] , функцию xγ ∈AC([−γ, γ], μ,Rn) , удовлетворяю-
щую включению (3.1) на [−γ, γ] и начальному условию (3.2). Элемент x∈AC([−T, T ], μ,Rn) ,
удовлетворяющий задаче (3.1), (3.2) на всем [−T, T ] , будем считать глобальным решени-
ем данной задачи. Предельно продолженным решением задачи (3.1), (3.2) назовем функцию
xζ : (−ζ, ζ)→Rn , удовлетворяющую следующим двум условиям:

• для всякого ξ∈ (0, ζ) сужение xξ функции xζ является локальным решением (3.1), (3.2),
определенным на [−ξ, ξ] ;

• lim
ξ→ζ−0

ξ∫
−ξ

|ẋξ(t)|dt=∞ .

Зафиксируем некоторый элемент λ0 ∈Λ . Для произвольного δ > 0 обозначим

Θ(δ) = {t ∈ [−T, T ], |t| − |h(t, λ0)| < δ}.

Отметим, что в силу измеримости функции h(·, λ) : [−T, T ]→ [−T, T ] ( λ∈Λ ), множество Θ(δ)
измеримо.

Для всех γ ∈ (0, T ) , λ∈Λ обозначим через Sγ(λ) и S(λ) множества локальных решений,
определенных на [−γ, γ] , и глобальных решений задачи (3.1), (3.2) , соответственно.

Т е о р е м а 3. 1. Пусть
1) существует δ̂ > 0 , для которого при любом r > 0 найдется такая функция

l∈L([−T, T ], μ,R) , что при почти всех t∈Θ(δ̂) , при любых x1, x2 ∈Rn , удовлетворяющих
неравенствам |x1| ≤ r , |x2| ≤ r , при каждом λ∈Λ выполнено

hRn(F (t, x1, λ), F (t, x2, λ)) ≤ l(t)|x1 − x2|.

Также предполагаем, что при λ→λ0 имеют место сходимости:
2) h(·, λ)→ h(·, λ0) по мере на [−T, T ] ;
3) x0(λ)→ x0(λ0) ;
4) hRn(F (·, x, λ), F (·, x, λ0))→ 0 по мере на Θ(δ̂) для любого x∈Rn ;
5) для любой функции x(·) ∈ L∞([−T, T ], μ,Rn) и произвольной последовательности

{xi(·)}∈L∞([−T, T ], μ,Rn) , сходящейся по мере на [−T, T ] к x(·) , имеет место сходимость

hRn(F (·, xi(·), λ), F (·, x(·), λ0)) → 0

по мере на [−T, T ] \Θ(δ̂) при i→∞ .
Тогда при каждом λ∈Λ задача (3.1), (3.2) локально разрешима, всякое локальное решение

продолжаемо до глобального или предельно продолженного решения. Если задача (3.1), (3.2)
имеет глобальное решение x(λ0) при λ=λ0 , то в некоторой окрестности λ0 задача (3.1),
(3.2) также имеет глобальное решение x(λ) , множество S(λ) замкнуто и многозначное
отображение λ 	→S(λ) полунепрерывно снизу в точке λ0 .

Если задача (3.1), (3.2) имеет предельно продолженное решение x0ζ при λ= λ0 , тогда
при любом γ ∈ (0, ζ) найдется такая окрестность λ0 , что при всяком λ из этой окрест-
ности задача (3.1), (3.2) имеет локальное решение xγ =xγ(λ) множество Sγ(λ) замкнуто
и многозначное отображение λ 	→Sγ(λ) полунепрерывно снизу в точке λ0 .
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We obtained conditions for solvability of operator inclusions with abstract Volterra operators
and continuous dependence of the solutions on a parameter. These results were implemented
to investigation of a Cauchy problem for a functional-differential inclusion with deviating
argument.
Key words: Volterra operator inclusions; functional-differential inclusions; inclusions with
deviating argument; existence of solutions; continuous dependence on parameters
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